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正方分割表における 
非対称性のモデルについて

東京理科大学　田畑耕治

2016年度待ち行列シンポジウム「確率モデルとその応用」@東京理科大学 
2017年1月19日

はじめに
表1：英国人女性の左右裸眼視力データ（Stuart, 1955）

1

Right Eye Left Eye Grade

Grade Best Second Third Worst

Best 1520 266 124 66

Second 234 1512 432 78

Third 117 362 1772 205

Worst 36 82 179 492

– 1 –



• 順序カテゴリ　　  正方分割表 

• 　　セル確率： 

• 対称（S）モデル（Bowker, 1948） 
 
ただし

1

• 周辺同等（MH）モデル（Stuart, 1955） 
 
ただし

1

計

計
– 2 –



• 準対称（QS）モデル（Caussinus, 1965） 
 
ただし 

• 特に，　　　　のときSモデル 

•  行と　行，　列と　列におけるオッズ比：

1

• QSモデルの別表現：

1

Sモデルが成り立つための必要十分条件はQSモデル
とMHモデルの両方が成り立つことである 
                                               (Caussinus, 1965)

– 3 –



• 条件付き対称（CS）モデル（McCullagh, 1978） 
 
 
ただし 

• 特に，       のときSモデル 

• グローバル対称（GS）モデル（Read, 1977） 
 
ただし

1

• CSモデルとGSモデル

1

Sモデルが成り立つための必要十分条件はCSモデル
とGSモデルの両方が成り立つことである 
                                                     (Read, 1977)

CSモデル GSモデル

– 4 –



• 2比パラメータ対称（TRPS）モデル 
　　　　　　　　　　　　　　（Tomizawa, 1987） 
 

•         のとき，線形対角パラメータ対称（LDPS）
モデル（Agresti, 1983） 

•         のとき，CSモデル 

•              のとき，Sモデル

2 目的

• TRPSモデルの拡張モデルを提案し，提案モデルを
用いたSモデルの分解および適合度検定統計量の性
質を調べる

2

S LDPS QS

図1：モデルの包含関係  
（注：　　　　 はモデルAはモデルBを示す）A B

MH

CS

GS

TRPS

– 5 –



提案モデル
• 拡張k次線形非対称（ELSk）モデル 
任意に与えられた                           に対して  
 
 
 
ただし 

•        のとき，k次線形非対称（LSk）モデル 
　　　　　　　　　（Tahata and Tomizawa, 2011）

３

• LSkモデルの特別な場合について 

✦ LS1モデルはLDPSモデル（Agresti, 1983） 

✦ LS2モデルは拡張線形対角パラメータ対称
（ELDPS）モデル（Tomizawa, 1991） 

✦ LSr-1モデルはQSモデル（Caussinus, 1965）

3

S LDPS 
(LS1)

QS 
(LSr-1)

ELDPS 
(LS2) LS3

図2：モデルの包含関係  
（注：　　　　 はモデルAはモデルBを示す）A B

– 6 –



• 拡張準対称（EQS）モデル（Tomizawa, 1984） 
 
ただし 

• EQSモデルとELSr-1モデルの関連について： 
 
 
 
 
 
EQSモデルとELSr-1モデルは同値である

3

対称性の分解
• 行変数を　，列変数を　とする 

• 周辺k次積率一致（MEk）モデル 
任意に与えられた                           に対して  
 
ただし 
 
 

• MEr-1モデルはMHモデル

4

– 7 –



定理1． 
任意に与えられた　　　　　　　　　に対して， 
Sモデルが成り立つための必要十分条件は 
ELSkモデル，MEkモデル，GSモデル 
のすべてが成り立つことである 

• 定理１は 
Caussinus (1965) 
Read (1977) 
Tahata and Tomizawa (2011) 
などの結果を含む

４

• MEkモデルとGSモデルの両方の構造をもつモデル
をGMkモデルと記す．特に，MHモデルとGSモデル
の両方の構造をもつモデルをGMHモデルと記す 

系1． 
任意に与えられた　　　　　　　　　に対して， 
Sモデルが成り立つための必要十分条件はELSkモ
デルとGMkモデルの両方が成り立つことである 
 
ELSr-1モデルはEQSモデルであり，GMr-1モデルは
GMHモデルであることに注意する

4

– 8 –



モデルの包含関係５

図3：モデルの包含関係  
（注：　　　　 はモデルAはモデルBを示す）A B

：モデルMの下での期待度数　　の最尤推定量

検定統計量の性質
• 尤度比カイ二乗統計量： 

定理２． 
任意に与えられた　　　　　　　      に対して，  
　　　は漸近的に　　　      と　　　　  の和に同
等である

6

：　　セル観測度数

– 9 –
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1次元線形セルオートマトンの極限挙動

竹居 正登
(横浜国立大学大学院工学研究院)

概要： Rule 90に代表される 1次元線形セルオートマトンの極限挙動に関する話題を紹介する．

1. はじめに
1.1. Conwayのライフゲーム
Conwayによる “Game of Life”は次のようなものである ([4]参照)：2次元正方格子の格子点全体を
Z2 = {x = (x1, x2) : x1, x2は整数 }で表し，Z2上に 0と 1を配置したもの全体を

Ω = {0, 1}Z
2

= {ω = (ω(x) : x ∈ Z2) : ω(x) ∈ {0, 1}}

で表す．点x ∈ Z2の近傍をNx =
{
y ∈ Z2 : max

{
|x1 − y1|, |x2 − y2|

}
= 1

}
とし，配置ω ∈ {0, 1}Z

2

における点 x ∈ Z2の周囲の「人口」を J(ω,x) =
∑

y∈Nx

ω(y)とする．

Z2
x

y

O
Nx

x
©

©

©

©

©

©

©

©

Z2上の 0, 1の配置 ω ∈ Ωに，新しい配置 Lω ∈ Ωを対応させる写像 Lを次のように定める：

(Lω)(x) =





0 (J(ω,x) ≧ 4のとき · · ·「過密による死」),

1 (J(ω,x) = 3のとき · · ·「誕生」),

ω(x) (J(ω,x) = 2のとき · · ·「生存」),

0 (J(ω,x) ≦ 1のとき · · ·「過疎による死」).

初期配置 ω ∈ Ωを適当に与えることによって，時間発展 Lω,L2ω, · · · ,Lnω, · · · の様子に様々な興味
深い特徴が観察される．初期配置として複雑なものを与えたとき (特に，ランダムに 0, 1を配置する
とき)はどうなるだろうか？　
1.2. “Rule 90” — 1次元ライフゲーム
初期配置 ωの分布を µとするとき，Lωの分布を Lµで表す．しかし，ライフゲームの写像 Lは複雑
なので，Lµ = µを満たす定常分布 µをみつけるといった問題を調べるのは難しいように思われる．
そこで，Lの特徴をとらえて 1次元に単純化した写像 Λを考える ([10]; [15], Exercise (2.6)も参照)：

Ω = {0, 1}Z := {ω = (ω(x) : x ∈ Z) : ω(x) ∈ {0, 1}}

とし，配置空間 Ω上の変換 Λを

(Λω)(x) = ω(x− 1) + ω(x+ 1) mod 2 [ω ∈ Ω, x ∈ Z]

– 11 –



によって定める．後にWolframによる 1次元基本セルオートマトンの分類 [22]によって広く知られ
るようになり，Λには rule 90という番号が与えられ，数値計算により観察された結果のいくつかに
は数学的な証明がなされた ([6]など)．また，このような変換は 1960年代からソ連のグループにより
確率セルオートマトンの特別な場合としても研究されていた ([19, 20, 21]など；[17]も参照)．
任意のm = 0, 1, 2, · · · に対して，

(Λ2mω)(x) = ω(x− 2m) + ω(x+ 2m) mod 2 [ω ∈ Ω, x ∈ Z]

が成り立つことから，Λ2m は 2mZの上の rule 90と同型になる．原点だけが 1で，他の点は 0である
という初期配置から出発した時空図は，Pascalの三角形に現れる奇数だけを取り出したものになる：

上の図の n段目で 1になっている点の集合を Λn{0}で表し，非負の整数 nの 2進展開に現れる 1の
個数をB(n)で表すとき，#(Λn{0}) = 2B(n)であることが分かる．この時空図に適切なスケーリング
を施すことで Sierpiński gasketと呼ばれる自己相似集合が得られる．そのため，時空図のパターンは
pre-Sierpiński gasketとも呼ばれる．Λの線形性から，一般の初期配置から出発した場合pre-Sierpiński

gasketの重ね合わせが現れる．
初期配置 ωの分布を µとするとき，Λωの分布をΛµで表す．どのような µが Λで不変となるだろ

うか？　また，n → ∞のとき Λnµはどのように振る舞うだろうか？
初期配置の確率分布の中で最も基本的と考えられるのが密度 ρのBernoulli測度 βρである：βρの

もとで (ω(x) : x ∈ Z)は各点独立で，任意の x ∈ Zに対して，

ω(x) = 1となる確率= ρ, ω(x) = 0となる確率= 1− ρ

とする．β0は「全ての点の状態が 0」である配置に集中したデルタ測度であるが，これはΛで不変で
ある．また，公平なコイン投げの確率分布に相当し「最もランダムな状態」を表すものと考えられる
一様測度 β1/2も Λで不変であることが分かる．
任意の ω ∈ Ωと任意の非負の整数 nに対して，(Λnω)(0) =

∑

x∈Λn{0}

ω(x) および#(Λn{0}) = 2B(n)

が成り立つことに注意すると，0 < ρ < 1のとき

βρ
(
(Λ2mω)(x) = 1

)
= 2ρ(1− ρ), lim

m→∞
βρ

(
(Λ2m−1ω)(x) = 1

)
=

1

2

となることが分かる ([3], 5d節を参照)．Miyamoto [10]と Lind [6]は次のことを証明した：
• lim

n→∞
Λnβρが存在する ⇐⇒ ρ ∈ {0, 1/2, 1}. 従って，βρが Λ-不変 ⇐⇒ ρ ∈ {0, 1/2}.

• 0 < ρ < 1ならば，Cesàro平均 1

N

N−1∑

n=0

Λnβρ はN → ∞のとき β1/2に収束する．

この結果は次のことを示している：
• 自明でない Bernoulli測度の中では，一様測度 β1/2が唯一つの Λ-不変測度である．
• 自明でないBernoulli測度から出発したとき，そのままでは収束しなくてもCesàro平均は一様
測度に収束する．
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前者の性質は “rigidity”と呼ばれる：Λに対する周期点から生成されるような「退化した」確率測度
を除外する何らかの条件を課すと，一様測度は唯一つのΛ-不変測度である (この種の性質に関する議
論は既にVasil’ev and Pyatetskii-Shapiro [21]に見られる)．最近のサーヴェイとしてMaass [7]があ
る．後者の性質は “asymptotic randomization”と呼ばれる．初期測度のクラスを広げる研究は種々な
されてきたが，Pivato and Yassawi [13]は “harmonically mixing measures”の概念を導入し，このク
ラスの測度から出発したとき，非自明な線形セルオートマトンによって Cesàro平均が一様測度に収
束することを極めて一般の設定で証明している．
本稿では，Bernoulli測度を含むより広いクラスの初期分布から出発した場合の極限分布を調べる

(2節)．また，Λを含むより広いクラスの 1次元線形セルオートマトンに加法的なエラーを付加した
場合の極限挙動についても調べる (3節)．

2. Addition modulo pの極限分布
本節では [16]で得られた結果をさらに改良したものを紹介する．
Rule 90を次のように一般化する：pを素数とし，A = {0, 1, · · · , p− 1}とおく．配置空間

Ω = A
Z := {ω = (ω(x) : x ∈ Z) : ω(x) ∈ A }

の上の変換 Λを
(Λω)(x) = ω(x− 1) + ω(x+ 1) mod p [ω ∈ Ω, x ∈ Z]

で定め，addition modulo pと呼ぶ．
θ = (θ0, θ1, · · · , θp−1)をA 上の確率分布とする：すなわち，θk ≧ 0 [k ∈ A ],

∑

k∈A

θk = 1. 確率変

数列 (ω(x) : x ∈ Z)が各点独立で，任意の x ∈ Zに対して ω(x) = kとなる確率= θk [k ∈ A ] を満た
すとき，その分布を µθで表し，密度 θの直積測度と呼ぶ．特に，全ての k ∈ A で θk =

1

p
であると

きの µθを µ1/pで表し，一様測度と呼ぶ．また，a ∈ A に対して，「全ての点の状態が a」である配置
を aで表し，aに集中したデルタ測度を δaで表す．
Cai and Luo [1]はMiyamoto [10], Lind [6]の結果を奇素数 pの場合に拡張した：
• lim

n→∞
Λnµθが存在する ⇐⇒ µθ = δ0又は µθ = µ1/p. 従って，Λ-不変な直積測度はこれら 2つ

に限られる．

• 全ての k ∈ A に対して θk < 1ならば，Cesàro平均 1

N

N−1∑

n=0

Λnµθは N → ∞のとき一様測度

µ1/pに収束する．
本節では，より広いクラスの µに対する lim

n→∞
Λnµの存在について調べる．

2.1. Shift-不変な確率測度
自然数 Lに対して，ΩL = A L := {σ = (σ1, σ2, · · · , σL) : σ1, σ2, · · · , σL ∈ A } と定める．σ =

(σ1, σ2, · · · , σL) ∈ ΩLと a ∈ Zに対して

[σ]a+L
a+1 = [σ1σ2 · · ·σL]

a+L
a+1 := {ω ∈ Ω : ω(a+ x) = σx (x = 1, 2, · · · , L)}.

とおく．この形の Ωの部分集合をシリンダー集合という．シリンダー集合から生成される σ-加法族
をBで表す．Ωに離散位相の直積位相を入れて考えたときのBorel集合族はBに一致する．今後は
(Ω,B)の上の確率測度について考える：これらは Ωの上の Borel確率測度と呼ばれ，シリンダー集
合の確率を決めると測度が一意的に決まる．例えば，密度 θ = (θ0, θ1, · · · , θp−1)の直積測度 µθ は

µθ([σ]
a+L
a+1 ) =

L∏

x=1

θσx
[a ∈ Z, L = 1, 2, · · · ;σ ∈ ΩL] (∗)

によって特徴付けられる．確率測度µ1, µ2について，任意のシリンダー集合Aに対してµ1(A) = µ2(A)

が成り立つとき µ1 = µ2と表す．確率測度の列 {µn}と確率測度 µについて，任意のシリンダー集合
Aに対して lim

n→∞
µn(A) = µ(A)が成り立つとき lim

n→∞
µn = µと表す．
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(∗)により，確率 µθ([σ]
a+L
a+1 )は aによらない：この性質は µθの shift-不変性と呼ばれる．一般の定

義を述べよう．Ωの元の左への shift変換 θを

(θω)(x) = ω(x+ 1) [ω ∈ Ω, x ∈ Z]

によって定める．θ−1は右への shift変換である．n歩の shift変換を θn, θ−nで表す．事象A ∈ Bに
対して，

θ−nA := {ω ∈ Ω : θnω ∈ A} = {θ−nω : ω ∈ A}

とする．例えば，σ = (σ1, σ2, · · · , σL) ∈ ΩLに対して，

θ−n[σ]L1 = {ω ∈ Ω : (θnω)(x) = σx (x = 1, 2, · · · , L)}

= {ω ∈ Ω : ω(x+ n) = σx (x = 1, 2, · · · , L)} = [σ]L+n
1+n .

Ω上の確率測度 µが shift-不変であるとは，任意のA ∈ Bに対して µ(θ−1A) = µ(A)が成り立つとき
にいう．これは次のことと同値である：任意の L, nと σ ∈ ΩLに対して µ

(
[σ]L+n

1+n

)
= µ

(
[σ]L1

)
. こ

の値を µ(σ)と書くことがある．
2.2. Shift-不変な確率測度の混合性
a, b ∈ Zとし，L,L′を自然数とするとき，[a+ 1, a+ L] ∩ [b+ 1, b+ L′] = ∅ならば，任意の σ ∈ ΩL

と σ
′ ∈ ΩL′ に対して

µθ([σ]
a+L
a+1 ∩ [σ′]b+L′

b+1 ) = µθ([σ]
a+L
a+1 )µθ([σ

′]b+L′

b+1 )

が成り立つ：これを µθにおけるペアごとの独立性という．次のさらに強い性質を独立性という：依
存する座標に重なりのない有限個のシリンダー集合の共通部分の µθ-確率は，各々のシリンダー集合
の µθ-確率の積で与えられる．
µを shift-不変な確率測度とするとき，shift写像に関する漸近的な独立性は混合性と呼ばれている

(例えば Smorodinsky [14]や十時 [18]を参照)．Shift-不変な µが混合的 ((strong) mixing)であると
は，任意のA,B ∈ Bに対して

lim
n→∞

µ(A ∩ θ−nB) = µ(A)µ(B)

が成り立つことをいう．これは次のことと同値である：任意の自然数L,L′と σ ∈ ΩL, σ
′ ∈ ΩL′ に対

して，n → ∞のとき

µ
(
[σ]L1 ∩ [σ′]L

′+n
1+n

)
→ µ

(
[σ]L1

)
µ
(
[σ′]L

′

1

)
.

Shift-不変な µがエルゴード的 (ergodic)であるとは，θ−1A = Aを満たす事象 A ∈ B に対しては
µ(A) = 0又は 1が成り立つときにいう．混合的ならばエルゴード的である．
rを自然数とする．Ω上の shift-不変な確率測度 µが r次の混合性をもつ (r-fold mixing)とは，任

意のA,B1, · · · , Br ∈ Bに対して

n1 → ∞, n2 − n1 → ∞, · · · , nr − nr−1 → ∞

のとき
µ(A ∩ θ−n1B1 ∩ · · · ∩ θ−nrBr) → µ(A)µ(B1) · · ·µ(Br)

が成り立つことをいう．特に，1次の混合性をもつときが strong mixingである．r次の混合性をもつ
Ω上の確率測度の全体をMrで表すとき，

M1 ⊃ M2 ⊃ · · · ⊃ Mr ⊃ · · ·

が成り立つ．
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Gnを，{ω(i) : i ≧ n}によって生成される σ-加法族とする．Shift-不変な確率測度 µが K-mixing

であるとは，任意のA ∈ Bに対して，

lim
n→∞

sup
B∈Gn

|µ(A ∩B)− µ(A)µ(B)| = 0

が成り立つことをいう．

G∞ :=
∞⋂

n=1

Gn

とおくとき，µがK-mixingであることと G∞が µに関して trivialであることは同値であることが知
られている．また，K-mixingである Ω上の確率測度の全体をM で表すとき，

M ⊂

∞⋂

r=1

Mr

が成り立つことが分かっている．Kolmogorovの 0-1法則により直積測度 µθはK-mixingであり，上
記の混合性を全てもつことになる．
2.3. 主結果
Ω上の確率測度の族P に対して，P の凸包 (convex hull)を

Conv(P) :=

{∫

P

µdπ(µ) : πはP 上の確率測度
}

で定義する．
定理 2.1. p = 2とする．P ∈ Conv(M1)とする． lim

n→∞
ΛnP が存在するための必要十分条件は，

P = αβ0 + α′β1/2 + α′′β1 [α, α′, α′′ ≧ 0, α+ α′ + α′′ = 1]

と表されることである．従って，P ∈ Conv(M1)が定常分布であるための必要十分条件は，

P = αβ0 + α′β1/2 [α, α′ ≧ 0, α+ α′ = 1]

と表されることである．
この方向の結果として，Miyamotoの論文 ([10], Theorem 3及び [11], Theorem 1)では，定理 2.1

でmixingな確率測度の集合M1をK-mixingな確率測度の集合M で置き換えた主張がなされている
([10, 11]の証明法をよく見ると，M1をM3で置き換えた形で証明できている)．
定理 2.2. pを奇素数とする．µ ∈ M1のとき， lim

n→∞
Λnµが存在するための必要十分条件は µ = δ0又

は µ = µ1/pとなることである．特に，M1に属する Λ-不変測度はこの 2つしかない．
定理 2.2はMarcoviciによる結果 ([9], Proposition 5.5及び [2], Proposition 3.2.2)の改良である．

また，Pivato [12]もある種の混合性条件のもとでの不変測度について，極めて一般な設定のもとで
論じている．pが奇素数で P ∈ Conv(M1)の場合に lim

n→∞
ΛnP が存在するかという問題については，

p = 2に比べて状況が複雑であることが次の例から示唆される：p = 3のとき，1

2
δ1+

1

2
δ2 ∈ Conv(M1)

も Λ-不変である．

3. 加法的なエラーのある 1次元線形基本セルオートマトンのエルゴード性
本節の結果は上妻遼太氏との共同研究 ([5])に基づく．
Rule 90の写像 Λに「加法的なエラー」を付加する：n = 1, 2, · · · と x ∈ Zに対し，Y (n)(x)は互

いに独立で
P (Y (n)(x) = 1) = α(n)(x), P (Y (n)(x) = 0) = 1− α(n)(x)

を満たすとする．α(n)(x)は時刻 nに点 x ∈ Zでエラーの生じる確率である．
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Ωに値をとる確率変数の列 {X(n) : n = 0, 1, 2, · · · }を次のように定義する：初期配置X(0)はある
確率測度 µ0に従って選ばれるものとする．n = 1, 2, · · · に対して，Y (n) = (Y (n)(x) : x ∈ Z)を Ωに
値をとる確率変数とみなし，

X(n) = ΛX(n−1) + Y (n)

とする：例えば，
X

(n−1) = · · · 0010100100 · · ·

ΛX(n−1) = · · · 0100011010 · · ·

+) Y
(n) = · · · 1001000010 · · ·

X
(n) = · · · 1101011000 · · ·

X(n)の分布を µnで表す．{X(n)}が ergodicであるとは，ある Ω上の確率測度 µ∞が存在し，

任意の初期分布 µ0に対して， lim
n→∞

µn = µ∞

が成り立つときにいう．µ0 = β1/2のとき，任意の n ≧ 0に対して µn = β1/2となるから，{X(n)}が
ergodicであるとき µ∞ = β1/2となる．
エラーの確率が一様な場合，すなわち全てのnとx ∈ Zでα(n)(x) ≡ αであるとき，{X(n)}が ergodic

であるための必要十分条件は 0 < α < 1である．(この結果は，例えば Vasershtein [20]の Example

3に見られる．) エラーの確率が時間的に非一様な場合，すなわち全ての x ∈ Zで α(n)(x) = α(n)で
あるときについて，Miyamoto [10]は {X(n)}が ergodicとなるための必要十分条件を与えており，Λ

を取り除いた X̃(n) = X̃(n−1) +Y (n)が ergodicとなるための必要十分条件よりもずっと緩やかである
ことを示した (3.2節を参照)．これは Λが「コイン投げに近づけるはたらきを有する」ことを示唆し
ている．
確率セルオートマトンの最近のサーヴェイにMairesse and Marcovici [8]がある．
本節では，変換Λを他の 1次元線形セルオートマトンに置き換えたときの ergodicityの必要十分条

件を調べよう．
3.1. 加法的なエラーのある 1次元線形基本セルオートマトン
Ω = {0, 1}Zの変換 Lについて，ある fL : {0, 1}3 → {0, 1}が存在して

(Lω)(x) = fL
(
ω(x− 1), ω(x), ω(x+ 1)

)
[x ∈ Z]

と表されるとき，Lを 1次元基本セルオートマトン (elementary cellular automaton: ECA) と呼
ぶ．Wolfram [22]による命名法がある：(s, t, u) ∈ {0, 1}3 を 2進数とみて 4s + 2t + uに対応させ，
fL(s, t, u) = a4s+2t+uとおく．

stu 111 110 101 100 011 010 001 000

fL(s, t, u) a7 a6 a5 a4 a3 a2 a1 a0

さらに，(a7, a6, · · · , a1, a0) ∈ {0, 1}8を 2進数とみてN =

7∑

k=0

2kakに対応させ，1次元基本セルオー

トマトン Lを rule N と呼ぶ．
Lが 1次元線形基本セルオートマトン (linear ECA)であるとは，

fL(s, t, u) = Css+ Ctt+ Cuu [Cs, Ct, Cu ∈ {0, 1}]

と表されるときにいう (今後，加法はつねにmod 2で考えるものとする)．Linear ECA Lに対して，

fL∗(s, t, u) = Cus+ Ctt+ Csu

で定められる L∗を dual linear ECAと呼ぶ．
係数 Cs, Ct, Cuのうち 2つ以上が 1である linear ECAを non-trivialであるという：
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• rule 102 (Ledrappier CAとも呼ばれる) L : fL (s, t, u) = t+ u. L ∗は rule 60: fL ∗(s, t, u) =

s+ t.

• rule 90 (1次元ライフゲームとも見られる) Λ: fΛ(s, t, u) = s+ u. この場合 Λ∗ = Λである．
• rule 150 Λ̃: feΛ

(s, t, u) = s+ t+ u. やはり
(
Λ̃
)∗

= Λ̃である．
この他の linear ECAを trivial という (完全に trivialな rule 0: fL(s, t, u) ≡ 0は除外しよう)：

• 恒等写像 I は rule 204に相当する：fI(s, t, u) = t.

• rule 170 (左への shift写像): fθ(s, t, u) = u. θ∗は rule 240 (右への shift写像): fθ∗(s, t, u) = s.

互いに独立で
P (Y (n)(x) = 1) = α(n)(x), P (Y (n)(x) = 0) = 1− α(n)(x)

である {Y (n)(x) : n = 1, 2, · · · ; x ∈ Z}を考える．ECA Lと初期配置X(0)が与えられたとき，Ω-値
確率変数列 {X(n) : n = 1, 2, · · · }を

X(n) := LX(n−1) + Y (n) [n = 1, 2, · · · ]. (1)

によって定める．この {X(n)}を，エラー確率 α = {α(n)(x) : n = 1, 2, · · · ; x ∈ Z}の ECA Lと呼
ぶ．初期配置X(0)はある確率測度 µ0に従って選ばれるとし，X(n)の分布を µnで表す．Lが linear

ECAであるとき，µ0 = β1/2ならば任意の n ≧ 0に対して µn = β1/2となるから，{X(n)}が ergodic

であるとき µ∞ = β1/2でなければならない．
3.2. 主結果
実数 α ∈ [0, 1]に対して，α̂ := min {α, 1− α}とおく：α̂ > 0と 0 < α < 1は同値である．
まず，空間的に一様で時間的に非一様なエラーのある場合を考える：

α(n)(x) = α(n) [n = 0, 1, 2, · · · ;x ∈ Z].

定理 3.1. 時間的に非一様なエラーのある trivialな linear ECAが ergodicとなるための必要十分条
件は，

ある n ∈ {1, 2, · · · }で α(n) = 1/2, 又は
∞∑

n=1

α̂(n) = +∞.

Rule 204に対して定理 3.1が成り立つことは [10], p.526において (証明無しで)指摘されている．
定理 3.2. 時間的に非一様なエラーのある non-trivialな linear ECAが ergodicとなるための必要十
分条件は，

ある n ∈ {1, 2, · · · }で α(n) = 1/2, 又は 無限個の nで α̂(n) > 0.

Rule 90に対して定理 3.2が成り立つことは [10]で示された．
次に，時間的に一様で空間的に非一様なエラーのある場合を考える：

α(n)(x) = α(x) [n = 0, 1, 2, · · · ;x ∈ Z].

定理 3.3. 空間的に非一様なエラーのある linear ECAsが ergodicとなるための必要十分条件は次の
通りである．
(i) rule 204 (L = I): 全ての x ∈ Zで α̂(x) > 0.

(ii) rule 170 (L = θ):

∞∑

x=0

α̂(x) = +∞.

(iii) rule 102 (L = L ): 無限個の x ≧ 0で α̂(x) > 0.

(iv) rule 90 or 150 (L = Λ or Λ̃): x0 < x1を満たすある x0, x1 ∈ Zに対して α̂(x0), α̂(x1) > 0.

Rule 170に対しては，定理 3.3よりも一般の結果 (0 → 1というエラーの確率と 1 → 0というエ
ラーの確率が異なることを許す)がVasershtein [20], Example 1で述べられている．θ−1, L ∗につい
ては，それぞれ (ii)と (iii)の左右を入れ替えた条件が ergodicityの必要十分条件となる．
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[10] Miyamoto, M., An equilibrium state for a one-dimensional life game, J. Math. Kyoto Univ.,

19, (1979), 525–540.

[11] Miyamoto, M., Stationary measures for automaton rules 90 and 150, J. Math. Kyoto Univ.,

34, (1994), 531–538.

[12] Pivato, M., Module shifts and measure rigidity in linear cellular automata, Ergodic Theory

Dynam. Systems, 28, (2008), 1945–1958..

[13] Pivato, M. and Yassawi, R., Limit measures for affine cellular automata, Ergodic Theory

Dynam. Systems, 22, (2002), 1269–1287.

[14] Smorodinsky, M., Ergodic theory, entropy, Lecture Notes in Math., 214, (1971), Springer.

[15] Spitzer, F., Random fields and interacting particle systems, (1971), Math. Assoc. America.

[16] Takei, M., On limiting measures for a class of one-dimensional linear cellular automata, Pro-

ceedings of 4th International Workshop on Applications and Fundamentals of Cellular Au-

tomata (AFCA’16), held in conjunction with CANDAR’16, (2016), 236–242.

[17] Toom, A. L., Vasilyev, N. B., Stavskaya, O. N., Mityushin, L. G., Kurdyumov, G. L., and

Pirogov, S. A., Discrete local Markov systems, Stochastic cellular systems: ergodicity, memory,

morphogenesis (Dobrushin, R. L., Kryukov, V. I. and Toom, A. L. Eds.), (1990), 1–182,

Manchester University Press.

[18] 十時東生，エルゴード理論入門，共立講座現代の数学，30, (1971), 共立出版．
[19] Vallander, S. S., One system of automata with local interactions, Multicomponent random

systems, Adv. Probab. Related Topics, 6, (1980), 577–587, Dekker.

[20] Vasershtein, L. N., Markov processes over denumerable products of spaces describing large

system of automata, Probl. Inf. Transm., 5, (1969), 47–52.

[21] Vasil’ev, N. B. and Pyatetskii-Shapiro, I. I., The classification of uniform homogeneous net-

works, Probl. Inf. Transm., 7, (1971), 340–346.

[22] Wolfram, S., Statistical mechanics of cellular automata, Rev. Modern Phys., 55, (1983), 601–

644.

– 18 –



Binomial catastrophe M
X
/M/∞

binomial catastrophe

binomial catastrophe

1

catastrophe

[6, 8, 9] Catastrophe

total catastrophe

Total catastrophe catastrophe

[5, 11] Total catastrophe

total catastrophe Total catastrophe

random catastrophe Random

catastrophe binomial catastrophe

random catastrophe [1, 4, 7] binomial catastorphe

p ∈ (0, 1) n

binomial catastrophe (n, p)

catastrophe

catastrophe [6, 8, 9]

binomial catastrophe D

{J(t); t ≥ 0} {J(t)} Q := (qℓ,j)ℓ,j∈D
{J(t)} J(t) = j Xj λj

µj J(t) = j γj binomial catastrophe

pj
binomial catastrophe MX/M/∞

[2, 10, 12]

catastrophe

[10] binomial catastrophe

3.1

binomial catastrophe
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N α > 0

j, ℓ ∈ D λj N

qℓ,j Nα catastrophe γj N (1− pj) N−1

catastrophe γj(1 − pj)

catastrophe

(

catastrophe )

M (N)

Nβ/2
(M (N)

N
− ρ

)
. (1.1)

β α

Blom et al.[3] M/M/∞

Blom et al.[3]

M (N)N−1 ρ

(1.1) N →∞

Lévy (1.1)

[3]

[3] (1.1)

2 3

4 5

N

2

binomial catastrophe MX/M/∞

D := {1, 2, . . . , d}

{J(t); t ≥ 0} {J(t)} Q := (qℓ,j)ℓ,j∈D
j ∈ D {J(t)} j τj

τ := (τj)j∈D
J(t) = j λj

N := {1, 2, . . . } Xj Xj xj,n = P(Xj = n)

X̂j(z) :=
∑
∞

n=1 xj,nz
n

j ∈ D E[X3
j ] <∞

1 J(t) = j

1 µj ∈ (0,∞)

J(t) = j 1/µj

J(t) = j γj binomial catastrophe

pj ∈ (0, 1) 1− pj

N α > 0

j, ℓ ∈ D λj 7→ Nλj , qℓ,j 7→ Nαqℓ,j , γj 7→ Nγj , (1− pj) 7→ N−1(1− pj) α 1
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2: α = 0.1

1 1 α 1

( 2.1 )

N t M (N)(t)

J (N)(t) {(J (N)(t),M (N)(t)); t ≥ 0} D× Z+

Z+ := {0, 1, . . . } M (N)(0) = 0

(j, n) ∈ D × Z+ (j, n)

π
(N)
j,n

M (N), J (N) N = 1

2.1 1, 2 binomial catastrophe MX/M/∞ N = 1000

1 α = 2(> 1) 2 α = 0.1(< 1)

N α 5

d = 2 1

α 1

N MX/M/∞

2 2

α 1

3

|z| ≤ 1 z

π̂
(N)(z) = (π̂

(N)
j (z))j∈D π̂

(N)
p (z) = (π̂

(N)
p,j (z))j∈D

π̂
(N)
j (z) = E[zM

(N)

1{J (N) = j}], j ∈ D,

π̂
(N)
p,j (z) = π̂

(N)
j (z +N−1(1− z)(1− pj)), j ∈ D.

1{A} A

3.1

(3.1) (3.1)

π̂
(N)
j (z) (3.1) π̂

(N)
j (z) z = z+N−1(1−z)(1−pi)

π̂
(N)
p,j (z)

[3] M/M/∞

(3.1) π̂
(N)
p,j (z)
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3.1 j ∈ D π̂
(N)
j (z) π̂

(N)
j (1) = τj

µj(1− z)
d

dz
π̂
(N)
j (z) = Nλj

{
1− X̂j(z)

}
π̂
(N)
j (z)−Nα

∑

ℓ∈D

qℓ,j π̂
(N)
ℓ (z)−Nγj

{
π̂
(N)
p,j (z)− π̂

(N)
j (z)

}
. (3.1)

M (N)N−1 3.2 3.3

3

3.2

E[M (N)N−1] = O(1), E[{M (N)N−1}2] = O(1), E[{M (N)N−1}3] = O(1).

f(N) = O(g(N)) limN→∞ |f(N)/g(N)| .

3.3 θ ∈ (−∞,∞) i =
√
−1

lim
N→∞

E[M (N)N−1 exp(iθM (N)Nβ/2−1)] = ρ lim
N→∞

E[exp(iθM (N)Nβ/2−1)],

lim
N→∞

E[{M (N)N−1}2 exp(iθM (N)Nβ/2−1)] = ρ2 lim
N→∞

E[exp(iθM (N)Nβ/2−1)].

Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λd) X̂(z) = diag(X̂1(z), X̂2(z), . . . , X̂d(z)) X = diag(E[X1],E[X2], . . . ,E[Xd])

X = diag(E[X2
1 ],E[X

2
2 ], . . . ,E[X

2
d ]) M = diag(µ1, µ2, . . . , µd) Γ = diag(γ1, γ2, . . . , γd) P = diag(p1, p2, . . . , pd)

3.4 ρ

3.4 M (N)N−1 N →∞ ρ

ρ =

∑
j∈D τjλjE[Xj ]∑

j∈D τj{µj + (1− pj)γj}
.

. (3.1)

π̂
(N)(z)Q=N−α(z−1)

d

dz
π̂

(N)(z)M −N1−α
π̂

(N)(z)Λ(X̂(z)−I)−N1−α
{
π̂

(N)
p (z)− π̂(N)(z)

}
Γ. (3.2)

θ ∈ (−∞, 0] z(θ) := exp(θN−1) z(θ) N

π̃
(N)(θ) = π̂

(N)(z(θ)) π̃
(N)
p (θ) = π̂

(N)
p (z(θ))

π̃
(N)(θ) M (N)N−1 M (N)N−1

π̃
(N)(θ) θ ∈ (−∞, 0] (3.2) z = z(θ)

π̃
(N)(θ)Q=N−α(z(θ)−1)

d

dz
π̂

(N)(z(θ))M −N1−α
π̃

(N)(θ)Λ(X̂(z(θ))−I)−N1−α
{
π̃

(N)
p (θ)− π̃(N)(θ)

}
Γ.

d
dθ π̃

(N)(θ) = N−1z(θ) d
dz π̂

(N)(z(θ))

π̃
(N)(θ)Q = N1−α(1− z(θ)−1)

d

dθ
π̃

(N)(θ)M −N1−α
π̃

(N)(θ)Λ(X̂(z(θ))− I)

−N1−α
{
π̃

(N)
p (θ)− π̃(N)(θ)

}
Γ. (3.3)

N →∞ (3.3) z(θ)−1

1− z(θ)−1 = θN−1 +O(N−2). (3.4)

j ∈ D |N(z(θ)Xj − 1)| ≤ −θXj θ ∈ (−∞, 0] E[Xj ] <∞

lim
N→∞

N(X̂j(z(θ))− 1) = E
[

lim
N→∞

N(z(θ)Xj − 1)
]
= θE[Xj ].
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X̂(z(θ))− I = N−1θX + o(N−1). (3.5)

f(N) = o(g(N)) limN→∞ |f(N)/g(N)| = 0 A.1( ) (3.3)

N1−α
{
π̃

(N)
p (θ)− π̃(N)(θ)

}
Γ = −θN−α d

dθ
π̃

(N)(θ)(I − P )Γ+ o(N−α). (3.6)

(3.4), (3.5), (3.6) (3.3) θ ∈ (−∞, 0]

π̃
(N)(θ)Q = θN−α

{ d

dθ
π̃

(N)(θ)M − π̃(N)(θ)ΛX +
d

dθ
π̃

(N)(θ)(I − P )Γ
}
+ o(N−α). (3.7)

T := 1 · τ T
2 = T T1 = 1 QT = O

Q(T −Q)−1 = −(T −Q)(T −Q)−1 + T (T −Q)−1 = −I + T , (3.8)

(T −Q)−11 = (T −Q)−1
T1 = 1+ (T −Q)−1

Q1 = 1. (3.9)

O 0 1 1

T −Q Q (3.7)

(T −Q)−1 (3.8)

π̃
(N)(θ)T− π̃(N)(θ)= N−αθ

[ d

dθ
π̃

(N)(θ)
{
M+(I− P )Γ

}
−π̃(N)(θ)ΛX

]
(T −Q)−1+ o(N−α). (3.10)

Nα1 T1 = 1 (3.9)

0 =
[ d

dθ
π̃

(N)(θ)
{
M + (I − P )Γ

}
− π̃(N)(θ)ΛX

]
1+ o(1). (3.11)

(3.10)

π̃
(N)(θ)T − π̃(N)(θ) = o(1),

d

dθ
π̃

(N)(θ)T −
d

dθ
π̃

(N)(θ) = o(1).

(3.11)

0 =
d

dθ
π̃

(N)(θ)T
{
M + (I − P )Γ

}
1− π̃(N)(θ)TΛX1+ o(1).

π̃(N)(θ) = π̃(N)(θ)1

0 =
d

dθ
π̃(N)(θ)

∑

j∈D
τj{µj + (1− pj)γj} − π̃

(N)(θ)
∑

j∈D
τjλj + o(1).

N →∞

0 = ρπ̃(∞)(θ)−
d

dθ
π̃(∞)(θ).

π̃(∞)(θ) = limN→∞ π̃(∞)(θ) π̃(∞)(0) = 1

π̃(∞)(θ) = exp
(
ρθ

)
.

ρ Lévy M (N)N−1 ρ

M (N)N−1

ρ 2
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4

4.1 j ∈ D Xj

1 γj = 0 [3] M/M/∞

4.1 α α 1 σ2
1 1

σ2 1 α 1

2.1

4.1

Nβ/2
(M (N)

N
− ρ

)
, (4.1)

N →∞ σ2

Nβ/2
(M (N)

N
− ρ

)
d
−→ N (0, σ2)

β = min(α, 1) σ2

σ2 = σ2
11{α ≤ 1}+ σ2

21{α ≥ 1},

σ2
1 =

1

µ∞
τ

[
ΛX − ρ(M + (I − P )Γ)

]
(T −Q)−1

[
ΛX − ρ(M + (I − P )Γ)

]
1,

σ2
2 =

1

2µ∞

∑

j∈D

τj
{
λjE[X

2
j ] + ρµj + ργj(1− pj) + ρ2γj(1− pj)

2
}
,

µ∞ =
∑

j∈D

τj
{
µj + γj(1− pj)

}
.

T = 1 · τ 1{A} A

. (4.1) ψ(N)
ψ

(N)
∗ (θ) := exp(−ρiθNβ/2)π̂(N)(exp(iθN−1+β/2))

ψ
(N)
∗ (θ) ψ(N) ψ

(N)
∗ (θ) = ψ

(N)
∗ (θ)1

(3.2) (T −Q)−1 (3.8)

π̂
(N)(z) = π̂(N)(z)T −N−α(z − 1)

d

dz
π̂

(N)(z)M(T −Q)−1

+N1−α
π̂

(N)(z)Λ(X̂(z)− I)(T −Q)−1 +N1−α
{
π̂

(N)
p (z)− π̂(N)(z)

}
Γ(T −Q)−1.

θ ∈ (−∞,∞) z(θ) := exp(iθN−1+β/2) z(θ) N

z = z(θ) exp(−ρiθNβ/2)

ψ
(N)
∗ (θ) = ψ

(N)
∗ (θ)T −N−α exp(−ρiθNβ/2)(z(θ)− 1)

d

dz
π̂

(N)(z(θ))M(T −Q)−1

+N1−α
ψ

(N)
∗ (θ)Λ(X̂(z(θ))− I)(T −Q)−1

+N1−α
{
exp(−ρiθNβ/2)π̂(N)

p (z(θ))−ψ
(N)
∗ (θ)

}
Γ(T −Q)−1. (4.2)

d
dθψ

(N)
∗ (θ) = −iρNβ/2

ψ
(N)
∗ (θ) + iN−1+β/2e−ρiθNβ/2

z(θ) d
dz π̂

(N)(z(θ)) (4.2)

ψ
(N)
∗ (θ) = ψ

(N)
∗ (θ)T + iN1−α−β/2(1− z(θ)−1)

d

dθ
ψ

(N)
∗ (θ)M(T −Q)−1

−ρN1−α(1− z(θ)−1)ψ
(N)
∗ (θ)M(T −Q)−1 +N1−α

ψ
(N)
∗ (θ)Λ(X̂(z(θ))− I)(T −Q)−1

−N1−α
{
ψ

(N)
∗ (θ)− exp(−ρiθNβ/2)π̂(N)

p (z(θ))
}
Γ(T −Q)−1. (4.3)

N →∞ (4.3) z(θ)−1

1− z(θ)−1 = iθN−1+β/2 +
1

2
θ2N−2+β +O(N−3+3β/2). (4.4)
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x ∈ (−∞,∞)

z(θ)x = 1 + ixθNβ/2−1 −
1

2
x2θ2Nβ−2 −

i

2

∫ xθNβ/2−1

0

(xθNβ/2−1 − u)2eiudu. (4.5)

(4.5) j ∈ D

lim
N→∞

∣∣∣N(X̂j(z(θ))− 1)− iθNβ/2E[Xj ] +
θ2

2
Nβ−1E[X2

j ]
∣∣∣ ≤ lim

N→∞

1

6
N3/2β−2|θ3|E[X3

j ] = 0.

N(X̂(z(θ))− 1) = iθNβ/2
X −

θ2

2
Nβ−1

X + o(1). (4.6)

A.2( )

N
{
ψ

(N)
∗ (θ)− exp(−ρiθNβ/2)π̂(N)

p (z(θ))
}

= θ
d

dθ
ψ

(N)
∗ (θ)(I−P ) + iNβ/2θψ

(N)
∗ (θ)(I−P )ρ+

1

2
Nβ−1θ2ψ

(N)
∗ (θ)

{
(I−P )ρ+ (I−P )2ρ2

}
+ o(1). (4.7)

(4.4), (4.6), (4.7) (4.3)

ψ
(N)
∗ (θ)−ψ

(N)
∗ (θ)T

=−N−αθ
d

dθ
ψ

(N)
∗ (θ)[M+(I−P )Γ](T −Q)−1+iθN−α+β/2

ψ
(N)
∗ (θ)[ΛX−ρM−ρ(I−P)Γ](T −Q)−1

−
1

2
N−α+β−1θ2ψ

(N)
∗ (θ)

[
ΛX + ρM + ρ(I − P )Γ+ ρ2(I − P )2Γ

]
(T −Q)−1+o(N−α). (4.8)

(4.8) θ−1Nα1 T1 = 1

0 = −
d

dθ
ψ

(N)
∗ (θ)

[
M + (I − P )Γ

]
1+ iNβ/2

ψ
(N)
∗ (θ)

[
ΛX − ρM − ρ(I − P )Γ

]
1

−
1

2
Nβ−1θψ

(N)
∗ (θ)

[
ΛX + ρM + ρ(I − P )Γ+ ρ2(I − P )2Γ

]
1+ o(1). (4.9)

β ≤ 1 β ≤ α (4.8)

ψ
(N)
∗ (θ) = ψ

(N)
∗ (θ)T + o(1),

d

dθ
ψ

(N)
∗ (θ) =

d

dθ
ψ

(N)
∗ (θ)T + o(1),

Nβ/2
ψ

(N)
∗ (θ) = Nβ/2

ψ
(N)
∗ (θ)T + iNβ−αθψ

(N)
∗ (θ)

[
ΛX − ρM − ρ(I − P )Γ

]
(T −Q)−1 + o(1).

τ

[
ΛX − ρM − ρ(I − P )Γ

]
1 = 0 (4.9)

0 = −
d

dθ
ψ̃(N)(θ)τ

[
M + (I − P )Γ

]
1

−Nβ−αθψ̃(N)(θ)τ
[
Λ− ρM − ρ(I − P )Γ

]
(T −Q)−1

[
ΛX − ρM − ρΓ(I − P )

]
1

−
1

2
Nβ−1θψ̃(N)(θ)τ

[
ΛX + ρM + ρ(I − P )Γ+ ρ2(I − P )2Γ

]
1+ o(1).

σ2
1 σ2

2

0 = −
d

dθ
ψ̃(N)(θ)−Nβ−ασ2

1θψ̃
(N)(θ)−Nβ−1σ2

2θψ̃
(N)(θ) + o(1).

N →∞

d

dθ
ψ̃(∞)(θ) = −σ2θψ̃(∞)(θ).

ψ̃(∞)(θ) = limN→∞ ψ̃(N)(θ) ψ̃(N)(0) = 1

ψ̃(∞)(θ) = exp
(
−
σ2

2
θ2

)
.

σ2 Lévy

ψ(N) σ2
2
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図 3: α = 2

図 4: α = 0.5

5 正規近似とシミュレーション結果の比較

本節では，シミュレーションにより得た確率変数 (4.1)の分布と定理 4.1で示されている弱収束先の正規分布
を比較し，N が大きくなるにつれて，前者が後者に収束していく様子を確認する．α以外のパラメータは共通
して以下のとおりとする．

aaaaad = 2,

a
Q =

(
−0.2 0.2

0.1 −0.1

)
,

(λ1, λ2) = (1, 2),

(µ1, µ2) = (2, 2),

(γ1, γ2) = (10−4, 2× 10−3),

(p1, p2) = (0.2, 0.1).

図 3, 4では，横軸は確率変数 (4.1)の値を，縦軸はその累積分布関数を表している．図 3は α = 2(> 1)，N
を左から順に 2, 5, 50としてシミュレーションを行なった結果である．これらと正規分布の比較をすると，N
がさほど大きくなくてもシミュレーション結果と正規分布はかなり近いことが分かる．よって αが 1より大き
い場合，定理 4.1で示されている収束の収束スピードはかなり速いと推測できる．図 4は α = 0.5(< 1)，N を
左から順に 2, 50, 104としてシミュレーションを行なった結果である．これらと正規分布の比較をすると，N
をかなり大きくしないとシミュレーション結果は正規分布に近づいていないことが分かる．よって αが 1より
小さい場合，定理 4.1で示されている収束の収束スピードは，αが 1より大きい場合と比較するとかなり遅い
と推測できる．
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A 証明内で用いた補題

補題 A.1 z(θ) = exp(M (N)N−1θ)とすると，任意の j ∈ Dと θ ∈ (−∞, 0]に対して以下の式が成立する．

NE[{N−1(1− pj) + z(θ)(1−N−1(1− pj))}M
(N)

1{J (N) = j}]−NE[z(θ)M
(N)

1{J (N) = j}]

= −θ(1− pj)
d

dθ
E
[
z(θ)M

(N)

1{J (N) = j}
]
+ o(1). (A.1)

証明. (A.1)式の左辺は次のように変形できる．

NE[{N−1(1− pj) + z(θ)(1−N−1(1− pj))}M
(N)

1{J (N) = j}]−NE[z(θ)M
(N)

1{J (N) = j}]

= N(1− pj)E

[
M (N)N−1z(θ)M

(N)
M(N)∑

k=1

(
M (N) − 1

k − 1

)
1

k
(z(θ)−k − 1)

×{N−1(1− pj)}k−1{1−N−1(1− pj)}M
(N)−k1{J (N) = j}

]
. (A.2)

ここで，任意の k ≥ 1と θ ∈ (−∞, 0]に対し，次の不等式が成立する．

z(θ)−k − 1 = (z(θ)−1 − 1)k + (z(θ)−1 − 1)2
k−1∑

ℓ=1

ℓ−1∑

h=0

z(θ)−h ≤ (z(θ)−1 − 1)k + (z(θ)−1 − 1)2
1

2
k(k − 1)z(θ)−k+1.

(A.2)式にこれを代入した式に対して，補題 3.2と (3.4)式を適用すると，次の不等式を得る．

NE[{N−1(1− pj) + z(θ)(1−N−1(1− pj))}M
(N)

1{J (N) = j}]−NE[z(θ)M
(N)

1{J (N) = j}]

≤ −θ(1− pj)
d

dθ
E
[
z(θ)M

(N)

1{J (N) = j}
]
+ f(N). (A.3)

ただし，f(N)は limN→∞ f(N) = 0を満たすある関数とする．一方で，任意の k ≥ 1と θ ∈ (−∞, 0]に対し
て，z(θ)−k ≥ 1− kθN−1 が成立するため，(A.2)式より次の不等式が導かれる．

NE[{N−1(1− pj) + z(θ)(1−N−1(1− pj))}M
(N)

1{J (N) = j}]−NE[z(θ)M
(N)

1{J (N) = j}]

≥ −θ(1− pj)
d

dθ
E
[
z(θ)M

(N)

1{J (N) = j}
]
.

上式を (A.3)式と組みあわせると，(A.1)式が成立することが分かる． 2
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補題 A.2 z(θ) = exp(iθNβ/2{M (N)N−1 − ρ})とすると，任意の j ∈ Dと θ ∈ (−∞,∞)に対して以下の式が
成立する．

N exp(−ρiNβ/2θ)
{
E[z(θ)M

(N)

1{J (N) = j}]− E[{z(θ) + (1− z(θ))N−1(1− pj)}M
(N)

1{J (N) = j}]
}

= θ(1− pj)
d

dθ

{
exp(−ρiNβ/2θ)E

[
z(θ)M

(N)

1{J(N) = j}
]}

+iθ(1− pj)ρN
β/2

{
exp(−ρiNβ/2θ)E

[
z(θ)M

(N)

1{J (N) = j}
]}

+
1

2

{
(1− pj)ρ+ (1− pj)

2ρ2
}
θ2Nβ−1 exp(−ρiNβ/2θ)E

[
z(θ)M

(N)

1{J (N) = j}
]
+ o(1). (A.4)

証明. 補題 3.3より，次の式が成立すれば (A.4)式が成立することがいえる．

N
{
E[z(θ)M

(N)

1{J (N) = j}]− E[{z(θ) + (1− z(θ))N−1(1− pj)}M
(N)

1{J (N) = j}]
}

= iθ(1− pj)E[M
(N)Nβ/2−1z(θ)1{J (N) = j}] + 1

2
(1− pj)θ

2Nβ−1E[M (N)N−1z(θ)M
(N)

1{J (N) = j}]

+
1

2
(1− pj)

2θ2Nβ−1E[{M (N)N−1}2z(θ)M
(N)

1{J (N) = j}] + o(1).

すなわち，次の式の絶対値を N → ∞としたときに，0に収束することを示せばよい．

N
{
E[z(θ)M

(N)

1{J (N) = j}]− E[{z(θ) + (1− z(θ))N−1(1− pj)}M
(N)

1{J (N) = j}]
}

−(1− pj)θE
[{

iM (N)Nβ/2−1+
1

2
θM (N)Nβ−2+

1

2
(1− pj)θ{M (N)}2Nβ−3

}
z(θ)M

(N)

1{J (N) = j}
]
. (A.5)

ここで各 j ∈ Dに対して，次の式が成立する．

N
{
E[z(θ)M

(N)

1{J (N) = j}]− E[{z(θ) + (1− z(θ))N−1(1− pj)}M
(N)

1{J (N) = j}]
}

= NE

[
z(θ)M

(N)
M(N)∑

k=1

(
M (N)

k

)
(1−z(θ)−k){N−1(1− pj)}k{1−N−1(1− pj)}M

(N)−k1{J (N) = j}
]
. (A.6)

よって，次の不等式が得られる．
∣∣∣∣∣N
{
E[z(θ)M

(N)

1{J (N) = j}]− E[{z(θ) + (1− z(θ))N−1(1− pj)}M
(N)

1{J (N) = j}]
}

−(1− pj)θE
[{

iM (N)Nβ/2−1 +
1

2
θM (N)Nβ−2 +

1

2
(1− pj)θ{M (N)}2Nβ−3

}
z(θ)M

(N)

1{J (N) = j}
]∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣− (1− pj)
2Nβ−2E[M (N)N−1z(θ)M

(N)

1{J (N) = j}]

+
iN

2
E
[
z(θ)M

(N)
M(N)∑

k=1

(
M (N)

k

)∫ −kθNβ/2−1

0

(kθNβ/2−1+u)2eiudu {N−1(1−pj)}k{1−N−1(1−pj)}M
(N)−k1{J (N)= j}

]∣∣∣∣∣

≤ 1

2
(1− pj)

2Nβ−2E[M (N)N−11{J (N) = j}]

+(1− pj)E
[
M (N)

M(N)∑

k=1

(
M (N) − 1

k − 1

)
k2|θ3|N3/2β−3

6
{N−1(1− pj)}k−1{1−N−1(1− pj)}M

(N)−k
]

≤ 1

2
(1− pj)

2Nβ−2E[M (N)N−1] + (1− pj)
2 |θ3|

2
N3/2β−3E[M (N)(M (N) − 1)N−2]

+(1− pj)
3 |θ3|

6
N3/2β−2E[M (N)(M (N) − 1)(M (N) − 2)N−3] + (1− pj)

|θ3|
6
N3/2β−2E[M (N)N−1].

ここで 1つめの等号では，(A.6)式の変形を利用した後，z(θ)−k に対して (4.5)式の変形を利用した．また，1

つめの不等号では，三角不等式および |eiu| ≤ 1を利用した．上式の右辺は N → ∞とすると 0に収束する．
よって，(A.5)式の絶対値はN → ∞としたときに，0に収束することがいえた． 2
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2 2

1.

[1], [2]

Wei [3]

Wei

v

v
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2.

2.1.

1

intensity λ Φ

intensity λ

1:

2/(3
√
λ)

intensity 3λ [4], [5]

α ≥ 2

1 RayleighFading

1/µ r

hr−α h µ

µ

Ir SINR

Ir =
∑

i∈Φ/{b0}

giRi (1)

SINR =
hr−α

σ2 + Ir
(2)

b0 ∈ Φ

i ∈ Φ\{b0} Ri

gi ∼ exp(µ)

r F (r)

F (r) = P{r ≤ R} = 1− e−λπr2 (3)

f(r)

f(r) =
dF (r)

dr
= e−λπr22πλr (4)

2.2.

L TR(L)
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TR(L) k p1, . . . , pk Ψ pi, pi+1

li(i = 1, . . . , k − 1) s TR(L) pi, pi+1

Ψ TR(L)

TR(L) Ψ intensity ν

s s ≥ 10

3. ,

TR(L) pi, pi+1(i = 1, . . . , k− 1)

pi, pi+1(i =

1, . . . , k−1)

pi, pi+1(i = 1, . . . , k − 1)

2

pi, pi+1 li l

3.1.

proposition 1 intensity λ Φ l

N (λ, l)

N (λ, l) =

√
λ

4π
l (5)

Φ Θ X

φ (0 ≤ φ ≤ π) Θ intensity 3λ [4], [5]

l (l, 0)

N (λ, l) Θ l

N (λ, l) l+ X
2 cosφ Xsinφ B

Θ X g(x) B | B |

� ������������
	�������
������ ��

�
�
�����: ��

�������������
��������������
�
�����: ��

������

������	
����

2: B

| B | =
1

π

∫ π

0

∫
∞

0

g(x)
(
(l +

x

2
cosφ)xsinφ

)
dxdφ

=
1

π

∫
∞

0

g(x)
(∫ π

0

lxsinφdφ+

∫ π

0

x

4
sin2φdφ

)
dx

=
1

π

∫
∞

0

g(x)
(
2lx+ 0

)
dx

=
1

π
X̄l

=
4l

3π
√
λ

(6)
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X̄ = 2
3
√

λ
φ ∼ U(0, π) [4], [5]

N (λ, l) =

∞∑

n=0

nP
(
Θ(| B |) = n

)

= 3λ | B |

=
4
√
λ

π
l (7)

2

(5) Wei [3]

3.2.

∆D(s, l, λ, α) pi, pi+1(i = 1, . . . , k − 1)

D1(l, λ, α)

D2(s, λ, α)

∆D(s, l, λ, α) = D2(s, λ, α)−D1(l, λ, α) (8)

D1(l, λ, α) D2(s, λ, α)

proposition 2 intensity λ Φ l

D1(l, λ, α)

D1(l, λ, α) =
1

l

∫ l

0

1

2π

∫ 2π

0

τ(λ, α, θ, u)dθdu (9)

τ(λ, α, θ, u) =

∫

r>0

re−πλr2
∫

t>0

e−σ2µr′α(et−1)LIr′ (µr
′α(et − 1))dtdr (10)

LIr′ (µr
′α(et − 1)) =

exp
(
− 2πλ

∫
∞

0
v

1+vα{r′α(et−1)}−1 dv
)

∫
∞

0
we−λπw2

1+w′−α{r′α(et−1)}dw
(11)

r′ =
√
r2 + u2 − 2rucosθ (12)

w′ =
√
w2 + u2 − 2wucosθ (13)

proposition1 l (l, 0)

H(u) (u, 0) (0 ≤ u ≤ l) b0
H(u) r r′ b0

θ

��

����
����������	��
����

��

����

�
�

3:

H(u) b0 Ir′

Ir′ =
∑

i∈Φ/b0

giR
−α
i (14)
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Ri H(u) i ∈ Φ/b0 gi ∼ exp(µ) i ∈ Φ/b0

Ir′ Laplace LIr′ (s)

LIr′ (s) = EΦ[
∏

i∈Φ/b0

Eg[exp(−sgR
−α
i )]]

=
EΦ[

∏
i∈Φ Eg[exp(−sgR

−α
i )]]

EΦ[
∏

i∈{b0}
Eg[exp(−sgR

−α
i )]]

=
exp

(
− 2πλ

∫
∞

0
(1−Eg[exp(−sgv

−α)])vdv
)

∫
∞

0
Eg[exp(−sgr′−

α
2 )]2λπre−λπr2dr

=
exp

(
− 2πλ

∫
∞

0

(
1− µ

µ+sv−α

)
vdv

)

2πλ
∫
∞

0
re−πλr2 µ

µ+sr′−α dr
(15)

2 Φ {b0}

[6]

H(u) b0 τ(u, λ, α) l

s D1(l, λ, α)

D1(l, λ, α) ≃
1

l

∫ l

0

τ(u, λ, α)du (16)

D1(l, λ, α) τ(u, λ, α) 0 l s

τ(u, λ, α)

τ(u, λ, α) = E[log(1 + SINR)]

=
1

2π

∫ 2π

0

τ(λ, α, θ, u)dθ (17)

τ(λ, α, θ, u) =

∫

r>0

f(r)E[log
(
1 +

hr′−α

σ2 + Ir′

)
]dr

= 2πλ

∫

r>0

re−πλr2
∫

t>0

P[log
(
1 +

hr′−α

σ2 + Ir′

)
> t]dtdr

= 2πλ

∫

r>0

re−πλr2
∫

t>0

e−σ2µr′α(et−1)LIr′ (µr
′α(et − 1))dtdr (18)

(10) LIr′ (µr
′α(et − 1)) (15) Laplace

(11) 2

proposition 3 ([2], Theorem3) intensity λ Φ

l D2(s, λ, α)

D2(s, λ, α) = s · τ(λ, α) (19)

τ(λ, α) =

∫

r>0

re−πλr2
∫

t>0

e−σ2µrα(et−1)LIr (µr
α(et − 1))dt2πλrdr (20)

LIr (µr
α(et − 1)) = exp

(
− πλr2(et − 1)2/α

∫
∞

(et−1)−2/α

1

1 + xα/2

)
(21)

τ(λ, α) l

s τ(λ, α) (20) [2], Theorem3

2
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3.3.

Ψ k TR(L)

l s N (λ, l)

∆D(s, l, λ, α) QoS(s, l, λ, α)

QoS(s, l, λ, α) = U∆D(s, l, λ, α)− CN (λ, l) (22)

U 1 C 1

C U (22) U∆D(s, l, λ, α)

CN (λ, l) l
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intensity (unit/km2)
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Q
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,
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,
) 
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n
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u

te
)

4: QoS(s, l, λ, α)

4 λ QoS(s, l, λ, α) s=100(s), l=1(km), α=3

QoS(s, l, λ, α) λ (23)

N (λ, l) ∆D(s, l, λ, α) intensityλ

λ

λ

QoS(s, l, λ, α) TR(L) TR(L)

Ψ TR(L) k

k TR(L) η QoS(s, l, λ, α) l

QoS(s, η, λ, α)

QoSk(s, η, λ, α) = El[QoS(s, l, λ, α)] (23)

5 η ν (η = ηexp) (η = ηuni)

QoSk(s, η, λ, α) ∆QoSk(s, η, λ, α) = QoSk(s, ηexp, λ, α)−QoSk(s, ηuni, λ, α) k

L L = 10(km) k

s s = 100( ) λ = 0.25( /km2)

α α = 3 ∆QoSk(s, η, λ, α) k
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M/G/1+PH 待ち行列における系内客数分布の数値計算法

井上 文彰
大阪大学工学研究科
電気電子情報工学専攻

概要：本稿では，客の待ち時間に制約があり，制約の長さが相型分布に従う M/G/1 待ち行列における定常系
内客数分布を考察し，その確率関数を計算するアルゴリズムを構築する．さらに，このアルゴリズムの誤差上
界を導出し，いくつかの数値例を示す．

1. はじめに
本稿では，客の待ち時間に制約のある定常な M/G/1 待ち行列における系内客数分布を考察する．客
の到着は率 λ (0 < λ < ∞) のポアソン過程に従い，到着客は先着順でサービスを受けるとする．サー
ビス時間は一般の分布関数 H(x) (x ≥ 0) に従って独立かつ同一に分布すると仮定する．それぞれの
客の待ち時間には制約があり，経過待ち時間がその制約に達すると，客はサービスを受けずに系を途
中退去する．待ち時間制約の長さは，相型分布 (α,T ) に従って独立かつ同一に分布すると仮定する．
ただし，α は確率ベクトル，T は劣無限小生成作用素を表す．すなわち，待ち時間制約長の分布関数
G(x) は次式で与えられる．

G(x) = 1−α exp[Tx]e, x ≥ 0 (1)

ただし，e は要素が全て 1 の列ベクトルを表す．このモデルは通常，M/G/1+PH 待ち行列と表記さ
れ，G(x) が一般の分布関数と仮定される M/G/1+G 待ち行列の特別な場合に相当する．
本稿では，サービス時間分布は有限の平均 E[H] < ∞ を有すると仮定する．このときトラヒック

強度 ρ = λE[H] は有限の値を取り，また limx→∞G(x) = 1 であるため，システムは安定であるこ
とが保証される [1]．無用な煩雑さを避けるため，本稿では T − Teα が既約であること，ならびに，
H(0) = 0 を仮定する．
本稿の目的は，M/G/1+PH 待ち行列における系内客数分布の数値計算法を構築することである．

このモデルは M/PH/1+PH 待ち行列を特別な場合として含むことに注意せよ．M/PH/1+PH 待ち
行列の系内客数過程は連続時間のマルコフ連鎖を成し，レベル依存準出生死滅過程として定式化され
る．待ち客数が n であるとき，この準出生死滅過程の背後状態数は待ち時間制約を表す相型分布が
有する状態数の n 乗に比例するため，その定常分布を直接計算することは極めて難しい．本稿では，
M/G/1+PH 待ち行列における仮待ち時間分布の解析結果 [6] をもとに系内客数分布を求めるという
アプローチを取ることで，M/G/1+PH 待ち行列の系内客数分布に対する数値計算アルゴリズムを構
築する．さらに，この計算アルゴリズムの誤差上界を導出し，いくつかの数値例を示す．
以下の本稿は次のように構成される．第 2 節では，M/G/1+PH 待ち行列に対する既存の解析結

果をいくつか紹介する．第 3 節では，M/G/1+PH 待ち行列の数値計算アルゴリズムを構築し，その
誤差上界を与える．第 4 節において数値例を示し，最後に第 5 節で本稿を締めくくる．

2. M/G/1+PH 待ち行列に関する既存の結果
H(x)ならびに G(x) (x ≥ 0)を，それぞれサービス時間ならびに待ち時間制約長の補分布関数とする．

H(x) = 1−H(x)

G(x) = 1−G(x)

= α exp[Tx]e (2)

また，he(x) をサービス時間の平衡分布の密度関数とする．

he(x) =
H(x)

E[H]
, x ≥ 0
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L ならびに V を定常状態における系内客数ならびに仮待ち時間とする．ただし，仮待ち時間とは，
現時点において系内に存在する客が全て離脱するまでに要する総時間を表す．すなわち本稿のモデル
における仮待ち時間は，系内に滞在中である客のうち，最終的にサービスを受けることになる客の残
余サービス時間の総和に等しい．一方で，L は最終的にサービスを受ける客と途中退去する客の両方
を含んだ数を表す．πℓ (ℓ = 0, 1, . . .) を L の確率関数とし，v(x) (x > 0) を V の密度関数とする．

πℓ = Pr(L = ℓ), ℓ = 0, 1, . . . , v(x) =
dPr(V ≤ x)

dx
, x > 0

定義より Pr(V = 0) = π0 であり，次式が成立する．

π0 +

∫ ∞

0+
v(x)dx = 1 (3)

Ploss をランダムに選ばれた客が途中退去する確率とする．サーバのみに注目したリトルの公式 1−π0 =

λ(1− Ploss)E[H] より，Ploss は π0 を用いて次式で与えられることがわかる [2]．

Ploss =
ρ− (1− π0)

ρ
(4)

補題 1 ([1, 7]). u(n;x) (x > 0, n = 1, 2, . . .) を次の漸化式で定められる関数列とする．

u(1;x) = ρhe(x), u(n;x) = ρ

∫ x

0+
u(n− 1; y)G(y)he(x− y)dy, n = 2, 3, . . .

このとき，π0 ならびに v(x) は次式で与えられる．

π0 =

[
1 +

∞∑

n=1

∫ ∞

0+
u(n; y)dy

]−1

(5)

v(x) = π0

∞∑

n=1

u(n;x), x > 0

注意 1. [3] では，次のように u(n;x) に対する確率的解釈が得られている．以下の (i)–(iv) で記述
される，割り込み再開型後着順サービス (LCFS-PR; Last-Come First-Served Preemptive-Resume)

M/G/1 待ち行列を考える．
(i) 客は率 λ のポアソン過程に従って到着する
(ii) 客のサービス時間は，分布関数 H(x) (x ≥ 0) に従って独立かつ同一に分布する
(iii) 客は，到着直前における系内仕事量が x (x ≥ 0) であるとき，確率 G(x) で呼損する
(iv) 到着時に呼損しなかった客は，その後途中退去することなく必ずサービスを受け，そのサービ

ス順序は LCFS-PR に従う
この LCFS-PR M/G/1 待ち行列の系内仕事量過程が，M/G/1+G 待ち行列における仮待ち時間過程
と等価であることは容易に確かめられる．この等価な待ち行列モデルにおける定常系内客数を LLCFS

とし，このモデルの定常系内仕事量，すなわち，元の M/G/1+G 待ち行列における定常仮待ち時間
を V とすると，次式が成立する．

d

dx
[Pr(LLCFS = n, V ≤ x)] = π0u(n;x), x > 0, n = 1, 2, . . .

また，上式より，LLCFS の確率関数は次式で与えられる．

Pr(LLCFS = 0) =

[
1 +

∞∑

n=1

∫ ∞

0+
u(n;x)dx

]−1

Pr(LLCFS = n) = π0

∫ ∞

0+
u(n;x)dx, n = 1, 2, . . .

よって，これらの関係式を用いると，補題 1 の結果が確率的解釈を有することがわかる．
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以上の結果は，安定な M/G/1+G待ち行列において一般に成立する．本稿で考察する M/G/1+PH

待ち行列では，待ち時間制約長が相型分布に従うという仮定，すなわち (2) によって，補題 1 の離
散版に相当する関係式が得られる [6]．
θ を T の対角要素の最大の絶対値とする．θ を用いた一様化により，(2) は次式で書き換えられる．

G(x) =
∞∑

k=0

exp[−θx](θx)k

k!
· g[k], x ≥ 0 (6)

ただし，I を単位行列として，g[k] は次式で与えられる．

g[k] = α[I + θ−1
T ]ke, k = 0, 1, . . .

(6) の両辺に θ を掛け，[0,∞) に関して積分することで次式が得られる．
∞∑

k=0

g[k] = θE[G] (7)

ただし，E[G] は平均待ち時間制約長を表す．
v[k](jθ) (j = 1, 2, . . .) を，定常仮待ち時間 V の間に率 jθ のポアソン到着を発生させたとき，総到

着数が k である確率とする．

v[k](jθ) =

∫ ∞

0+

exp[−jθx](jθx)k

k!
· v(x)dx, k = 0, 1, . . .

同様に，u[k](n; jθ) (n = 1, 2, . . ., j = 1, 2, . . .) ならびに h
[k]
e (jθ) (j = 1, 2, . . .) を次式で定義する．

u[k](n; jθ) =

∫ ∞

0+

exp[−jθx](jθx)k

k!
· u(n;x)dx, k = 0, 1, . . .

h[k]e (jθ) =

∫ ∞

0+

exp[−jθx](jθx)k

k!
· he(x)dx, k = 0, 1, . . . (8)

記法を簡単にするため，v
⋆(jθ) (j = 1, 2, . . .), u⋆(n; jθ) (n = 1, 2, . . ., j = 1, 2, . . .), ならびに h

⋆
e(jθ)

(j = 1, 2, . . .) をそれぞれ，第 k 要素 (k = 0, 1, . . .) が v[k](jθ), u[k](n; jθ), ならびに h
[k]
e (jθ) で与え

られる 1×∞ ベクトルと定義する．また，同様に，g
⋆ を第 k 要素 (k = 0, 1, . . .) が g[k] で与えられ

る ∞× 1 ベクトルと定義する．
He,n (n = 1, 2, . . .) ならびに Bn (n = 1, 2, . . .) を，次式で定義される ∞×∞ 確率行列ならびに

∞×∞ 劣確率行列と定義する．

He,n =




h
[0]
e (nθ) h

[1]
e (nθ) h

[2]
e (nθ) · · ·

0 h
[0]
e (nθ) h

[1]
e (nθ) · · ·

0 0 h
[0]
e (nθ) · · ·

...
...

...
. . .




(9)

Bn =




1 0 0 · · ·

bn(1, 0)g
[1] bn(1, 1) 0 · · ·

bn(2, 0)g
[2] bn(2, 1)g

[1] bn(2, 2) · · ·
...

...
...

. . .


 (10)

ただし bn(m, k) (n = 1, 2, . . ., m = 1, 2, . . .) はパラメタ (m,n/(n+1)) の二項分布の確率関数を表す．

bn(m, k) =

(
m

k

)(
n

n+ 1

)k ( 1

n+ 1

)m−k

, k = 0, 1, . . . ,m
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補題 2 ([6]). M/G/1+PH 待ち行列において，次式が成立する．

v
⋆(jθ) = π0

∞∑

n=1

u
⋆(n; jθ) (11)

u
⋆(1; jθ) = ρh⋆

e(jθ), u
⋆(n; jθ) = u

⋆(n− 1, (j + 1)θ) · ρBjHe,j , n = 2, 3, . . . (12)

したがって，u
⋆(n; jθ) は次式で与えられる．

u
⋆(n; jθ) = ρhe((j + n− 1)θ) · ρBj+n−2He,j+n−2 · ρBj+n−3He,j+n−3 · · · · · ρBjHe,j

系 1 ([5]). ∞×∞ 行列 An(jθ) (n = 1, 2, . . ., j = 1, 2, . . .) を次式で定義する．

An(jθ) = ρBj+n−1He,j+n−1 · ρBj+n−2He,j+n−2 · · · · · ρBjHe,j (13)

このとき，An(jθ) の第 0 行は u(n; jθ) に等しい．
注意 2. [6] では，以上の結果をもとに，π0 ならびに Ploss の数値計算法が考察されている．
次に，系内客数分布 πℓ (ℓ = 1, 2, . . .) を考える．Ge(x) (x ≥ 0) ならびに Ge(x) (x ≥ 0) を，待ち

時間制約長の平衡分布の分布関数ならびに補分布関数とする．

Ge(x) =

∫ x

0

G(y)

E[G]
dy, Ge(x) =

∫ ∞

x

G(y)

E[G]
dy

(6) と同様に，これらの関数は次式で書き換えられる．

Ge(x) =

∞∑

k=0

exp[−θx](θx)k

k!
· g[k]e , Ge(x) =

∞∑

k=0

exp[−θx](θx)k

k!
· g[k]e

ただし，g
[k]
e ならびに g

[k]
e (k = 0, 1, . . .) は次式で与えられる．

g[0]e = 0, g[k]e =
k−1∑

i=0

g[i]

θE[G]
, k = 1, 2, . . . , g[k]e =

∞∑

i=k

g[i]

θE[G]
, k = 0, 1, . . .

g
⋆
e および g

⋆
e をそれぞれ， g

[k]
e および g

[k]
e を第 k 要素とする ∞ × 1 ベクトルと定義する．また，

∞×∞ 劣確率行列 Be,n ならびにBe,n を次式で定義する．

Be,n =




0 0 0 · · ·

bn(1, 0)g
[1]
e 0 0 · · ·

bn(2, 0)g
[2]
e bn(2, 1)g

[1]
e 0 · · ·

...
...

...
. . .




(14)

Be,n =




1 0 0 · · ·

bn(1, 0)g
[1]
e bn(1, 1) 0 · · ·

bn(2, 0)g
[2]
e bn(2, 1)g

[1]
e bn(2, 2) · · ·

...
...

...
. . .




(15)

補題 3 ([5]). πℓ (ℓ = 0, 1, . . .) は次式で与えられる．

π0 =

[
1 +

∞∑

ℓ=1

rℓ

]−1

, πℓ = π0rℓ, ℓ = 1, 2, . . . (16)

rℓ =
∞∑

m=ℓ−1

exp[−λE[G]](λE[G])m

m!
· r̂m,ℓ−1, ℓ = 1, 2, . . . (17)
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ただし，r̂m,ℓ (ℓ = 0, 1, . . . ,m, m = 0, 1, . . .) は次式で定義される．

r̂m,ℓ =
∞∑

n=1

∫ ∞

0+
Km,ℓ(x)u(n;x)dx

K0,0(x) = 1, Km,ℓ(x) =

(
m

ℓ

)
{Ge(x)}

ℓ{Ge(x)}
m−ℓ, ℓ = 0, 1, . . . ,m, m = 1, 2, . . .

補題 4 ([5]). κ
⋆
m,ℓ (ℓ = 0, 1, . . . ,m, m = 1, 2, . . .) を，κ

⋆
1,0 = g

⋆
e，κ

⋆
1,1 = g

⋆
e ならびに次の漸化式で

定められる ∞× 1 ベクトルとする．

κ
⋆
m,0 = Be,mκ

⋆
m−1,0 (18)

κ
⋆
m,ℓ = Be,mκ

⋆
m−1,ℓ +Be,mκ

⋆
m−1,ℓ−1, ℓ = 1, 2, . . . ,m− 1 (19)

κ
⋆
m,m = Be,mκ

⋆
m−1,m−1 (20)

このとき，r̂m,ℓ (m = 0, 1, . . .) は次式で与えられる．

r̂0,0 =
∞∑

n=1

u
⋆(n; θ)e (21)

r̂m,ℓ =

∞∑

n=1

u
⋆(n;mθ)κ⋆

m,ℓ, l = 0, 1, . . . ,m, m = 1, 2, . . . (22)

注意 3. 定義より，m = 1, 2, . . . に対し次式が成立する．
m∑

ℓ=0

κ
⋆
m,ℓ = e (23)

したがって，任意の k (k = 0, 1, . . .) について，∞× 1 ベクトル κ
⋆
m,0,κ

⋆
m,1, . . .κ

⋆
m,m のうち少なく

とも一つは，無視できないほど大きい第 k 要素を有する．

3. 系内客数分布の数値計算法
m = 1, 2, . . . に対し，r̂m,ℓ(n) (ℓ = 0, 1, . . . ,m, n = 1, 2, . . .) を次式で定義する．

r̂m,ℓ(n) = An(mθ)κ⋆
m,ℓ

An(mθ) の定義 (13) より，r̂m,ℓ(n) は次の漸化式で与えられる．

r̂m,ℓ(1) = ρBmHe,mκ
⋆
m,ℓ, r̂m,ℓ(n) = ρBm+n−1He,m+n−1 · r̂m,ℓ(n− 1), n = 2, 3, . . . (24)

系 1 より r̂m,ℓ(n) の第 0 要素は

[r̂m,ℓ(n)]0 = u
⋆(n;mθ)κ⋆

m,ℓ

を満たす．したがって，(22) より，m = 1, 2, . . . に対し r̂m,ℓ (ℓ = 0, 1, . . . ,m) は次式で与えられる．

r̂m,ℓ =

∞∑

n=1

[r̂m,ℓ(n)]0 (25)

また，(21) ならびに (23) より，r̂0,0 は次式で与えられる．

r̂0,0 =

∞∑

n=1

u
⋆(n; θ)(κ⋆

1,0 + κ
⋆
1,1)

= r̂1,0 + r̂1,1 (26)

以上より，M/G/1+PH 待ち行列における系内客数分布 πℓ (ℓ = 0, 1, . . .) は，原理的には次の手順
で定められることがわかる．
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(i) κ
⋆
m,ℓ (ℓ = 0, 1, . . . ,m, m = 1, 2, . . .) を (18)–(20) より求める．

(ii) r̂m,ℓ(n) (n = 1, 2, . . ., ℓ = 0, 1, . . . ,m, m = 1, 2, . . .) を (24) より求める．
(iii) r̂m,ℓ (ℓ = 0, 1, . . . ,m, m = 0, 1, . . .) を (25) および (26) より求める．
(iv) rℓ (ℓ = 1, 2, . . .) を (17) より求め，それを用いて πℓ (ℓ = 0, 1, . . .) を (16) より求める．
ただし，この手順は無限次元のベクトルや行列を複数含んでおり，そのままでは計算機上で実装す
ることはできない．以下では，πℓ (ℓ = 1, 2, . . .) を実際に計算するためのアルゴリズムを考察する．
3.1. 計算アルゴリズム
まず，与えられた ǫg > 0 に対し，g

⋆,comp の切断点 k∗g を次式で定める．

k∗g = min

{
i ∈ {1, 2, . . . , };

i−1∑

k=0

α[I + θ−1
T ]ke ≥ θE[G]− ǫg

}
(27)

ここで，(7) に注意せよ．このとき，g は次式で表される ∞× 1 ベクトル g
⋆,comp で近似される．

g
⋆,comp =

(
g
⋆,comp

0

)

ただし，g
⋆,comp は第 k 要素が次式で与えられる k∗g × 1 ベクトルを表す．

g[k],comp = g[k] = α[I + θ−1
T ]ke, k = 0, 1, . . . , k∗g − 1 (28)

以降では同様に，実際に計算を行なう有限次元のベクトルや行列は上添字 comp を付けて表し，その
有限次元の量によって暗黙に表現される無限次元の量を comp を付けて表す．
g に対する上記の切断は (10) に波及し，Bn に対する近似行列は次式で表される [6]．

B

comp
n =




1 0 0 · · ·

bn(1, 0)g
[1] bn(1, 1) 0 · · ·

bn(2, 0)g
[2] bn(2, 1)g

[1] bn(2, 2) · · ·
...

...
...

bn(k
∗
g − 1, 0)g[k

∗

g
−1] bn(k

∗
g − 1, 1)g[k

∗

g
−2] bn(k

∗
g − 1, 2)g[k

∗

g
−3] · · ·

0 bn(k
∗
g, 1)g

[k∗
g
−1] bn(k

∗
g, 2)g

[k∗
g
−2] · · ·

0 0 bn(k
∗
g + 1, 2)g[k

∗

g
−1] · · ·

...
...

...
. . .




さらに，k∗ を k∗ > k∗g なる切断点とし，Be,n ならびに Be,n を k∗ × k∗ 北西角行列により切断近似
する．まず，g

⋆
e ならびに g

⋆
e に対する近似ベクトルを次式で表す．

g
⋆,comp
e =

(
g
⋆,comp
e

e

)
, g

⋆,comp
e =

(
g
⋆,comp
e

0

)

ただし，g⋆,comp
e およびg

⋆,comp
e はいずれもk∗×1ベクトルを表し，それらの第 k要素 (k = 1, 2, . . . , k∗−

1) は次式で与えられる．

g[k],comp
e =





0, k = 0

1

θE[G]

k−1∑

i=0

g[i],comp, k = 1, 2, . . . , k∗g

1, k = k∗g + 1, k∗g + 2, . . . , k∗ − 1

(29)

g[k],comp
e =





1

θE[G]

k∗
g
−1∑

i=k

g[i],comp, k = 1, 2, . . . , k∗g − 1

0, k = k∗g, k
∗
g + 1, . . . , k∗ − 1

(30)
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そして，(14) ならびに (15) において，g
[k]
e を g

[k],comp
e に，g

[k]
e を g

[k],comp
e にそれぞれ置き換えた行

列と同じ (i, j) 要素 (i, j ∈ {0, 1, . . . , k∗ − 1}) を有する k∗ × k∗ 行列 B
comp
e,n ならびにB

comp
e,n を用い

て，行列 Be,n ならびに Be,n を近似する．

B
comp
e,n =

(
B

comp
e,n 0

0 0

)
, B

comp
e,n =

(
B

comp
e,n 0

0 0

)

このとき，(18)–(20) より，κ
⋆
m,ℓ は次式で近似される．

κ
⋆,comp
m,ℓ =

(
κ
⋆,comp
m,ℓ

0

)
, ℓ = 0, 1, . . . ,m, m = 1, 2, . . .

ただし κ
⋆,comp
m,ℓ は，κ

⋆,comp
1,0 = g

⋆,comp
e ，κ

⋆,comp
1,1 = g

⋆,comp
e ならびに

κ
⋆,comp
m,0 = B

comp
e,m κ

⋆,comp
m−1,0 (31)

κ
⋆,comp
m,ℓ = B

comp
e,m κ

⋆,comp
m−1,ℓ +B

comp
e,m κ

⋆,comp
m−1,ℓ−1, ℓ = 1, 2, . . . ,m− 1 (32)

κ
⋆,comp
m,m = B

comp
e,m κ

⋆,comp
m−1,m−1 (33)

により定められる k∗ × 1 ベクトルを表す．よって，B

comp
n (n = 1, 2, . . .) を B

comp
n の {n(k∗g − 1) +

k∗}× {(n− 1)(k∗g − 1)+ k∗} 北西角行列，H
comp
e,n (n = 1, 2, . . .) をHe,n の {(n− 1)(k∗g − 1)+ k∗}×

{(n− 1)(k∗g − 1) + k∗} 北西角行列とすると，(24) より，

r̂
comp
m,ℓ (1) = ρB

comp
m H

comp
e,m κ

⋆,comp
m,ℓ , (34)

r̂
comp
m,ℓ (n) = ρB

comp
m+n−1H

comp
e,m+n−1r̂

comp
m,ℓ (n− 1), n = 2, 3, . . . (35)

と定めることで，r̂m,ℓ(n) は次式で近似されることが確かめられる．

r̂
comp
m,ℓ (n) =

(
r̂
comp
m,ℓ (n)

0

)
, ℓ = 0, 1, . . . ,m, m = 1, 2, . . .

さらに，与えられた ǫr > 0 に対し，

n∗
m = min

{
i ∈ {1, 2, . . .}; r̂comp

m,ℓ (i) < ǫre, ∀ℓ ∈ {0, 1, . . . ,m}
}

で定義される n∗
m を用いて，(25) で定義される r̂m,ℓ を次式で切断近似する．

r̂comp
m,ℓ =

n∗

m∑

n=1

[r̂comp
m,ℓ (n)]0, ℓ = 0, 1, . . . ,m, m = 1, 2, . . . (36)

また，(26) より r̂comp
0,0 を次式で定める．

r̂comp
0,0 = r̂comp

1,0 + r̂comp
1,1 (37)

最後に，与えられた ǫM > 0 に対し，(17) における無限和の切断点 m∗ を

m∗ = min

{
i ∈ {1, 2, . . .};

i−1∑

m=0

exp[−λE[G]](λE[G])m

m!
≥ 1− ǫM

}
(38)

で定め，

rcomp
ℓ =

m∗−1∑

m=ℓ−1

exp[−λE[G]](λE[G])m

m!
· r̂comp

m,ℓ−1, ℓ = 1, 2, . . . ,m∗ (39)

とする．すなわち，κ
⋆,comp
m,ℓ ，r̂

comp
m,ℓ (n)，および r̂comp

m,ℓ は m = 1, 2, . . . ,m∗ − 1 についてのみ計算す
れば良い．以上より，系内客数分布 πℓ (ℓ = 0, 1, . . .) に対する数値近似解は次式で与えられる．

πcomp
0 =

[
1 +

m∗∑

ℓ=1

rcomp
ℓ

]−1

, πcomp
ℓ = πcomp

0 rcomp
ℓ , ℓ = 1, 2, . . . ,m∗ (40)

ここで，πm∗+1, πm∗+2, . . . は暗黙に 0 で近似されていることに注意せよ.
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3.2. 誤差上界
上記のアルゴリズムにおいて生じる切断誤差を精密に見積もることは容易ではない．一方で，[6] に
おいて計算法が示されている π0 の下界 πlow

0 を用いることで，切断誤差の上界が得られる．rℓ は非
負の数の和と積で表されており，切断近似の結果，明らかに rcomp

ℓ ≤ rℓ が成立する．そこで，∆ℓ を

∆ℓ =





rℓ − rcomp
ℓ , ℓ = 1, 2, . . . ,m∗

rℓ, ℓ = m∗ + 1,m∗ + 2, . . .

とすると ∆ℓ ≥ 0 (ℓ = 1, 2, . . .) であり，さらに ∆ =
∑∞

ℓ=1∆ℓ とおくと，

∆ =

∞∑

ℓ=1

rℓ −

m∗∑

ℓ=1

rcomp
ℓ =

1

π0
−

1

πcomp
0

が成立する．単純な計算により，

∣∣πcomp
ℓ − πℓ

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

rcomp
ℓ

1 +

m∗∑

ℓ=1

rcomp
ℓ

−
rcomp
ℓ +∆ℓ

1 +

m∗∑

ℓ=1

rcomp
ℓ +∆

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= π0∆

∣∣∣∣π
comp
ℓ −

∆ℓ

∆

∣∣∣∣

≤ π0∆ ·max(πcomp
ℓ ,

∆ℓ

∆
)

≤ π0∆

= 1−
π0

πcomp
0

, ℓ = 1, 2, . . .

が確かめられるため，δup を
δup = 1−

πlow
0

πcomp
0

(41)

と定義すると，任意の ℓ = 1, 2, . . . に対して |πcomp
ℓ − πℓ| ≤ δup が成立することがわかる．

本稿の数値計算アルゴリズムを図 1 にまとめる．手順 (e-I-1) において，(8) で定義される h
[m]
e

(m = 0, 1, . . .) を計算する必要があり，これについては，サービス時間分布が一定分布，相型分布，
パレート分布に従う場合の計算法が [6] に示されている．手順 (h) と (i) は，誤差上界 δup を求めな
い場合には不要であるが，δup を求める場合，[6] に従って π0 の下界 πlow

0 を計算する必要がある．

4. 数値例
本稿のアルゴリズムを用いた数値例を示す．ここでは，サービス時間および待ち時間制約長ともに 5

次のアーラン分布を用いる．また，常に E[H] = 1 となるように時間の単位を定める．全ての数値例
について，切断点を決めるパラメータは k∗ = 1000，ǫg = 10−11，ǫr = 10−9, ǫM = 10−9 と選んだ．
図 2 に，E[G] を 20 に固定して ρ を変化させたときの，系内客数分布の数値結果を示す．この図

より，πcomp
ℓ (ℓ = 0, 1, . . .) は ρ が小さいとき 単調減少であり，ρ が大きくなると単峰型となること

がわかる．図 2 に，この確率分布 πcomp
ℓ (ℓ = 0, 1, . . .) を標準化した，すなわち平均を減じ，標準偏

差で除した確率変数の密度関数を示す．参考のため，図 2 には標準正規分布 N (0, 1) の密度関数をあ
わせてプロットしている．この図から，ρ が大きいとき，標準化された系内客数分布は標準正規分布
に漸近することがわかる．表 1 に，この数値結果に対応する誤差上界 δup を示す．表 1 より，ρ が
増加するにつれて δup は大きく増加し，計算精度を保証するのが難しくなることがわかる．
次に，ρ = 1.1 に固定して E[G] を変化させたときの，系内客数分布の数値結果を図 4 に示す．図
より，πcomp

ℓ (ℓ = 0, 1, . . .) の概形は，E[G] が小さいとき急尖的であり，E[G] が大きくなるにつれて
緩尖的となることがわかる．図 5 に，図 3 と同様にして標準化した πcomp

ℓ の密度関数を示す．図 5

より，E[G] が大きくなるにつれて標準化された系内客数分布は標準正規分布に漸近することがわか
る．表 2 に，この数値結果に対応する誤差上界 δup を示す．表 2 より，δup は E[G] が増加するにつ
れて大きくなるが，その度合いは ρ を増加させた場合 (表 1) に比べると緩やかであることがわかる．
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入力: λ, H(x) (x ≥ 0), (α,T ), k∗, ǫg, ǫr, ǫM.

出力: m∗, πℓ (ℓ = 1, 2, . . . ,m∗), δup.

(a) (28) を用いて g
⋆,comp を計算し，(27) に基づいて k∗g を決定する．

(b) (38) より m∗ を定める．
(c) (29) および (30) を用いて，g

⋆,comp
e および g

⋆,comp
e を計算する．

(d) (31)–(33) を用いて，κ
⋆,comp
m,ℓ (ℓ = 0, 1, . . . ,m, m = 1, 2, . . . ,m∗ − 1) を計算する．

(e) m := 1 とおく．

(e-I) n := 1 とおき，(34) より r̂
comp
m,ℓ (1) (ℓ = 0, 1, . . . ,m) を計算する．

(e-I-1) (35) より r̂
comp
m,ℓ (n+ 1) (ℓ = 0, 1, . . . ,m) を計算する．

(e-I-2) 全ての ℓ = 0, 1, . . . ,m に対し r̂
comp
m,ℓ (n+ 1) < ǫre ならば (e-II) へ進む．そうで

なければ，n := n+ 1 として (e-I-1) へ戻る．

(e-II) (36) より r̂comp
m,ℓ (ℓ = 0, 1, . . . ,m) を計算し，m = m∗ − 1 ならば (f) へ進む．そうで

なければ m := m+ 1 として (e-I) へ戻る．

(f) (37) より r̂comp
0,0 を計算する．

(g) (39) より rcomp
ℓ (ℓ = 1, 2, . . . ,m∗) を計算し，(40) より πℓ (ℓ = 0, 1, . . . ,m∗) を計算する．

(h) [6] のアルゴリズムを用いて，π0 の下界 πlow
0 を計算する．

(i) (41) より δup を計算する．

図 1: 系内客数分布の数値計算アルゴリズム
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図 2: E[G] = 20 の M/Er5/Er5 待ち行列にお
ける系内客数分布 πcomp
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図 3: E[G] = 20 の M/Er5/Er5 待ち行列にお
ける標準化された系内客数の確率密度

表 1: 図 2 の数値結果に対する誤差上界
ρ 0.4 0.7 1.0 1.3 1.6

δup 1.8× 10−9 1.8× 10−9 1.9× 10−9 1.9× 10−6 4.5× 10−4
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図 4: ρ = 1.1 の M/Er5/Er5 待ち行列におけ
る系内客数分布 πcomp
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図 5: ρ = 1.1 の M/Er5/Er5 待ち行列における
標準化された系内客数の確率密度

表 2: 図 4 の数値結果に対する誤差上界
E[G] 2 5 10 20 40

δup 10−9 未満 1.2× 10−9 3.3× 10−9 1.4× 10−8 9.5× 10−8

5. まとめ
本稿では，M/G/1+PH 待ち行列における系内客数分布の数値計算法を考案した．構築した計算アル
ゴリズムは図 1 にまとめている．また，数値例を通じて，トラヒック強度 ρ と待ち時間制約の長さ
が系内客数分布に与える影響を考察した．
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Abstract We study an M/M/m preemptive last-come, first-served queue with impatient customers without
priority classes. We focus on the time interval from the arrival to either service completion or to abandonment
of an arbitrary customer in the steady state. The problem is formulated as a combination of two one-
dimensional birth-and-death processes each with two absorbing states. We give explicit expressions in
terms of Laplace-Stieltjes transforms of the distribution functions for the time to service completion or
abandonment which is decomposed into the waiting time (time in limbo) and the service time. A numerical
example is presented in order to demonstrate the computation of theoretical formulas.

1. Introduction
We consider an M/M/m queueing system with impatient customers without exogenous priority
classes. Customers arrive in a Poisson process with rate λ. The service time of each customer
is exponentially distributed with mean 1/µ. There are m servers and an infinite capacity of the
waiting room. Let us define a parameter ρ := λ/(mµ). Each customer present in the system is
either being served or in limbo in the waiting room at any time. A customer only in limbo leaves
the system (abandons waiting) with probability θ∆t during a short interval (t, t + ∆t). In other
words, the patience time of each customer is exponentially distributed with mean 1/θ. We use
another parameter τ := θ/µ, which is the ratio of the mean service time to the mean patience time.

It is assumed that the service to each customer is started immediately upon arrival. If all
servers are busy, the arriving customer preempts the ongoing service to the customer who arrived
first among those who are being served. The customer whose service is preempted is placed at the
head of the queue in the waiting room. When one of the servers becomes available, a customer at
the head of the queue, if any, is called in for service to be resumed. This discipline is equivalent to
the one called “preemptive last-in, first-out (LIFO)” for an M/G/1 queue by Wolff [4, p. 456].

We study the time interval from the arrival to either service completion or to abandonment of
an arbitrary customer in the steady state. In our previous work [3], we formulated the problem as a
one-dimensional birth-and-death process with two absorbing states and considered the first passage
times in this process. We gave explicit expressions for the probabilities of service completion and
abandonment. We also showed the sets of computational formulas for calculating the mean and
the second moment of the times to service completion and abandonment.

In the present paper, we turn our attention to the distribution of the times to service com-
pletion and abandonment We formulate the problem as a combination of two one-dimensional
birth-and-death processes each with two absorbing states and consider the first passage times in
these processes. We give explicit expressions in terms of Laplace-Stieltjes transforms (LST) of the
distribution functions (DF) for the time to service completion or abandonment which is decom-
posed into the waiting time (time in limbo) and the service time. We present a numerical example
for the mean and the covariance of conditional waiting and service times.

An analytic technique shown in this paper should be interesting on its own. It can also be
extended and applied to the analysis of M/M/m preemptive-resume priority queues with impatient
customers in which customers of the same class are served in either first-come, first-served (FCFS)
or last-come, first-served (LCFS) fashion.
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2. Time to preemption or service completion from state k, 0 ≤ k ≤ m− 1
We begin analysis with focusing on a tagged customer in state k, signifying that there are k other
customers who compete against him for service at any given time in the steady state. They are the
customers who arrived after the tagged one and have been staying in the system until that time.
Therefore, arriving customer starts with state 0.

We first consider a birth-and-death process for the time to preemption or service completion
starting with state k, 0 ≤ k ≤ m− 1, in which the tagged customer is being served.
2.1. Birth-and-death process for the time to preemption or service completion
The state transition rate diagram for the one-dimensional birth-and-death process modeling the
time to preemption or service completion is shown in Fig. 1. The process has m transient states
and two absorbing states. The transition rates and the LST of the DF for the time spent by the
tagged customer in state k are given by

αk =
kµ

λ+ (k + 1)µ
; βk =

µ

λ+ (k + 1)µ
; B∗

k(s) =
λ+ (k + 1)µ

s+ λ+ (k + 1)µ
.

. . .

. . .-
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Figure 1: State transitions for a customer until preemption or service completion.

2.2. LST of the DF for the time to preemption or service completion
Let H∗

k(s,Pr) be the joint probability of service preemption and the LST of the DF for the time to
move from state k to state m (“Pr”) without service completion (“Sr”). Let H∗

k(s,Sr) be the joint
probability of service completion and the LST of the DF for the time to move from state k to state
“Sr” without reaching state “Pr”.

Finite sets of equations for {H∗
k(s,Pr); 0 ≤ k ≤ m − 1} and {H∗

k(s, Sr); 0 ≤ k ≤ m − 1} are
given by

(s+ λ+ µ)H∗
0 (s,Pr)=λH∗

1 (s,Pr),

[s+ λ+ (k + 1)µ]H∗
k(s,Pr)=kµH∗

k−1(s,Pr) + λH∗
k+1(s,Pr) 1 ≤ k ≤ m− 2,

(s+ λ+mµ)H∗
m−1(s,Pr)=(m− 1)µH∗

m−2(s,Pr) + λ

and

(s+ λ+ µ)H∗
0 (s,Sr)=µ+ λH∗

1 (s, Sr),

[s+ λ+ (k + 1)µ]H∗
k(s,Sr)=kµH∗

k−1(s,Sr) + µ+ λH∗
k+1(s, Sr) 1 ≤ k ≤ m− 2,

(s+ λ+mµ)H∗
m−1(s,Sr)=(m− 1)µH∗

m−2(s,Sr) + µ,

respectively. The solution can be obtained in terms of {h∗k(s); 0 ≤ k ≤ m} in the form

H∗
k(s,Pr) =

h∗k(s)
h∗m(s)

; H∗
k(s,Sr) =

µ

s+ µ

[
1 − h∗k(s)

h∗m(s)

]
0 ≤ k ≤ m.

In addition, let H∗
m(s,Pr) ≡ 1 and H∗

m(s, Sr) ≡ 0.
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2.3. Solution for {h∗k(s); 0 ≤ k ≤ m}
A finite set of equations for {h∗k(s); 0 ≤ k ≤ m} is given by

h∗0(s) = 1 ; s+ λ+ µ = λh∗1(s),

[s+ λ+ (k + 1)µ]h∗k(s) = kµh∗k−1(s) + λh∗k+1(s) 1 ≤ k ≤ m− 1,

which can be written as the following set of recurrence relations:

h∗k(s) =
s+ λ+ kµ

λ
h∗k−1(s) −

(k − 1)µ
λ

h∗k−2(s) 2 ≤ k ≤ m.

The solution is given by Cramer’s formula as the determinant of the k × k tridiagonal matrix

h∗k(s) = (−1)k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− s+λ+µ
λ 1 0 0 0 · · · 0

µ
λ − s+λ+2µ

λ 1 0 0 · · · 0

0 2µ
λ − s+λ+3µ

λ 1 0 · · · 0

0 0 3µ
λ − s+λ+4µ

λ 1 · · · 0
...

...
...

...
. . . . . .

...

0 0 0 0 · · · − s+λ+(k−1)µ
λ 1

0 0 0 0 · · · (k−1)µ
λ − s+λ+kµ

λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
for 1 ≤ k ≤ m. Note that h∗k(s) is a kth-order polynomial in s, the coefficient of sk being (1/λ)k.

At this moment, we do not have a simple expression for h∗k(s). For s = 0, we get

h∗k(0) =
k∑

j=0

(mρ)j

j!

/
(mρ)k

k!
=

1
B(k,mρ)

0 ≤ k ≤ m

with Erlang’s B formula:

B(0, a) = 1 ; B(m, a) =
am

m!

/
m∑

j=0

aj

j!
m = 1, 2, . . . .

Thus we have the probabilities of preemption and service completion

pk{Pr} := H∗
k(0,Pr) =

B(m,mρ)
B(k,mρ)

; pk{Sr} := H∗
k(0,Sr) = 1 − pk{Pr} 0 ≤ k ≤ m.

In particular,

p0{Pr} = B(m,mρ) ; pm{Pr} = 1 ; pm−1{Pr} = ρ[1 −B(m,mρ)].

The derivatives of {h∗k(s); 0 ≤ k ≤ m} at s = 0 are given by

h′0(0) = 0 ; h′k(0) :=
dh∗k(s)
ds

∣∣∣∣
s=0

=
1
λ

k∑
j=1

(mρ)j

j!

j−1∑
l=0

h∗l (0)

/
(mρ)k

k!
1 ≤ k ≤ m.

The ℓth derivatives of {h∗k(s); 0 ≤ k ≤ m} at s = 0, ℓ = 2, 3, . . ., are recursively given by

h
(ℓ)
0 (0) = h

(ℓ)
1 (0) = · · · = h

(ℓ)
ℓ−1(0) = 0,

h
(ℓ)
k (0) :=

d(ℓ)h∗k(s)
dsℓ

∣∣∣∣∣
s=0

=
ℓ

λ

k∑
j=1

(mρ)j

j!

j−1∑
l=0

h
(ℓ−1)
l (0)

/
(mρ)k

k!
ℓ ≤ k ≤ m.
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3. Time to service resumption or abandonment from state k, k ≥ m

We next consider another birth-and-death process for the time to service resumption or abandon-
ment from state k, k ≥ m, in which the tagged customer is waiting.
3.1. Birth-and-death process for the time to service resumption or abandonment
The state transition rate diagram for the one-dimensional birth-and-death process modeling the
time to service resumption or abandonment is shown in Fig. 2. The process has an infinite number
of transient states and two absorbing states. The transition rates and the LST of the DF for the
time spent by the tagged customer in state k are given by

α′
k =

mµ+ (k −m)θ
λ+mµ+ (k + 1 −m)θ

; β′k =
θ

λ+mµ+ (k + 1 −m)θ
,

B′∗
k(s) =

λ+mµ+ (k + 1 −m)θ
s+ λ+mµ+ (k + 1 −m)θ

.

. . .
-
���

��
k+1

-
α′

k+1

�
1−α′

k

−β′
k

��
��

k
-

α′
k

�
1−α′

k−1

−β′
k−1

��
��
k−1

-
� . . .

-
���

��
m+1

-
α′

m+1

�
1−α′

m

−β′
m
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Ab- � . . . �

Figure 2: State transitions for a customer until service resumption or abandonment.

3.2. LST of the DF for the time to service resumption or abandonment
Let W ∗

k (s,Rs) be the joint probability of service resumption and the LST of the DF for the time
to move from state k to state m− 1 (“Rs”) without reaching abandonment (“Ab”). Let W ∗

k (s,Ab)
be the joint probability of abandonment and the LST of the DF for the time to move state k to
“Ab” without reaching state “Rs”.

Infinite sets of equations for {W ∗
k (s,Rs); k ≥ m} and {W ∗

k (s,Ab); k ≥ m} are given by

(s+ λ+mµ+ θ)W ∗
m(s,Rs) = λW ∗

m+1(s,Rs),

[s+ λ+mµ+ (k + 1 −m)θ]W ∗
k (s,Rs)

= [mµ+ (k −m)θ]W ∗
k−1(s,Rs) + λW ∗

k+1(s,Rs) k ≥ m+ 1

and

(s+ λ+mµ+ θ)W ∗
m(s,Ab) = θ + λW ∗

m+1(s,Ab),

[s+ λ+mµ+ (k + 1 −m)θ]W ∗
k (s,Ab)

= [mµ+ (k −m)θ]W ∗
k−1(s,Ab) + θ + λW ∗

k+1(s,Ab) k ≥ m+ 1,

respectively. The solution can be obtained in terms of {G∗
k(s); k ≥ m} in the form

W ∗
k (s,Rs) = G∗

k(s+ θ) ; W ∗
k (s,Ab) =

θ

s+ θ
[1 −G∗

k(s+ θ)] k ≥ m.

Thus the probabilities of service preemption and abandonment are given by

pk{Rs} := W ∗
k (0,Rs) = G∗

k(θ) = 1 − pk{Ab} k ≥ m.
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3.3. Busy period
A busy period started with k (≥ m) customers in an M/M/m queue is the time interval from the
instant at which there are k customers in the system (all servers are busy and k−m customers are
waiting) to the first instant at which any one of the servers becomes available. The LST of the DF
for such a period, denoted G∗

k(s), satisfies the following set of equations:

(s+ λ+mµ)G∗
m(s) = λG∗

m+1(s) +mµ,

[s+ λ+mµ+ (k −m)θ]G∗
k(s) = [mµ+ (k −m)θ]G∗

k−1(s) + λG∗
k+1(s) k ≥ m+ 1.

Subba Rao [2] derived the LST of the DF for the duration of a busy period in an M/G/1 queue
with impatient customers, which is also shown in [1]. We can obtain the LST of the DF for the
duration of the busy period in the M/M/m queue by using the exponentially distributed service
times with mean 1/(mµ) in their result. Thus we have

G∗
k(s) =

mµ

s+mµ
+

∞∑
i=1

(−1)iψi,k−m(λ/θ)

i−1∏
j=0

(
1 − mµ

s+mµ+ jθ

) mµ

s+mµ+ iθ

1 +
∞∑
i=1

(λ/θ)i

i!

i−1∏
j=0

(
1 − mµ

s+mµ+ jθ

) k ≥ m,

where we have defined

ψi,k(x) :=
i∑

j=max{0,i−k}

(−x)j

j!

(
k

i− j

)
i ≥ 1, k ≥ 0.

Thus

G∗
k(θ) =

∞∑
i=0

i!(−τ/m)iψi,k−m(λ/θ)∏i+1
j=1(1 + jτ/m)

/ ∞∑
i=0

ρi∏i
j=0(1 + jτ/m)

and

mµG′
k(θ) := mµ[dG∗

k(s)/ds]s=θ

=


 ∞∑

i=1

i!(−τ/m)iψi,k−m(λ/θ)∏i+1
j=1(1 + jτ/m)

i∑
j=1

1
(1 + jτ/m)jτ/m

−
[ ∞∑

i=0

i!(−τ/m)iψi,k−m(λ/θ)∏i+1
j=1(1 + jτ/m)

· 1
1 + (i+ 1)τ/m

]/[ ∞∑
i=0

ρi∏i
j=0(1 + jτ/m)

]
−
[ ∞∑

i=0

i!(−τ/m)iψi,k−m(λ/θ)∏i+1
j=1(1 + jτ/m)

] ∞∑
i=1

ρi∏i
j=1(1 + jτ/m)

i∑
j=1

1
(1 + jτ/m)jτ/m


/[ ∞∑

i=0

ρi∏i
j=0(1 + jτ/m)

]2

.

In particular, since ψi,0(x) = (−x)i/i!, we get

G∗
m(s) =

mµ

s+mµ
+

∞∑
i=1

(λ/θ)i

i!

i−1∏
j=0

(
1 − mµ

s+mµ+ jθ

) mµ

s+mµ+ iθ

1 +
∞∑
i=1

(λ/θ)i

i!

i−1∏
j=0

(
1 − mµ

s+mµ+ jθ

)

so that

G∗
m(θ) = 1 − θ

λ

∞∑
i=1

iρi∏i
j=1(1 + jτ/m)

/ ∞∑
i=0

ρi∏i
j=0(1 + jτ/m)
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and

mµG′
m(θ) =

 ∞∑
i=1

ρi∏i+1
j=1(1 + jτ/m)

i∑
j=1

1
(1 + jτ/m)jτ/m

−
∞∑
i=0

ρi∏i+1
j=1(1 + jτ/m)

· 1
1 + (i+ 1)τ/m


/[ ∞∑

i=0

ρi∏i
j=0(1 + jτ/m)

]

−
[ ∞∑

i=0

ρi∏i+1
j=1(1 + jτ/m)

] ∞∑
i=1

ρi∏i
j=1(1 + jτ/m)

i∑
j=1

1
(1 + jτ/m)jτ/m

/[ ∞∑
i=0

ρi∏i
j=0(1 + jτ/m)

]2

.

4. Joint Distribution of the Time in Limbo and the Service Time
We are now in a position to consider the distribution of the time until the departure (either
abandonment or service completion) for the tagged customer in state k (≥ 0). Such a time consists
of the waiting time (the time in limbo) and the time being served. Therefore, we derive the
joint LST of the DF for the waiting time and the service time for the customer who abandons
waiting, denoted T̂ ∗

k (s, s′,Ab), and that for the customer who gets served until completion, denoted
T̂ ∗

k (s, s′,Sr). Then we get the marginal LSTs of the DFs for the waiting time, the service time, and
the total time spent in the system as follows.

Ŵ ∗
k (s,Ab) := T̂ ∗

k (s, 0,Ab) ; Ĥ∗
k(s,Ab) := T̂ ∗

k (0, s,Ab) ; T̂ ∗
k (s,Ab) := T̂ ∗

k (s, s,Ab),
Ŵ ∗

k (s,Sr) := T̂ ∗
k (s, 0,Sr) ; Ĥ∗

k(s, Sr) := T̂ ∗
k (0, s,Sr) ; T̂ ∗

k (s,Sr) := T̂ ∗
k (s, s,Sr).

4.1. Time to abandonment
We first consider the time to abandonment for a customer who abandons waiting before service
completion. For the customer in state k, 0 ≤ k ≤ m− 1, we have

T̂ ∗
k (s, s′,Ab) =

H∗
k(s′,Pr)W ∗

m(s,Ab)
1 −W ∗

m(s,Rs)H∗
m−1(s′,Pr)

=
θ

s+ θ
· h∗k(s

′)[1 −G∗
m(s+ θ)]

h∗m(s′) − h∗m−1(s′)G∗
m(s+ θ)

,

which leads to the marginal distributions

Ŵ ∗
k (s,Ab) =

pk{Pr}W ∗
m(s,Ab)

1 − pm−1{Pr}W ∗
m(s,Rs)

=
θ

s+ θ
· h∗k(0)[1 −G∗

m(s+ θ)]
h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(s+ θ)
,

Ĥ∗
k(s,Ab) =

pm{Ab}H∗
k(s,Pr)

1 − pm{Rs}H∗
m−1(s,Pr)

=
h∗k(s)[1 −G∗

m(θ)]
h∗m(s) − h∗m−1(s)G∗

m(θ)
,

T̂ ∗
k (s,Ab) =

H∗
k(s,Pr)W ∗

m(s,Ab)
1 −W ∗

m(s,Rs)H∗
m−1(s,Pr)

=
θ

s+ θ
· h∗k(s)[1 −G∗

m(s+ θ)]
h∗m(s) − h∗m−1(s)G∗

m(s+ θ)
.

Then we get the probability of abandonment

Pk{Ab} = Ŵ ∗
k (0,Ab) = Ĥ∗

k(0,Ab) = T̂ ∗
k (0,Ab) =

h∗k(0)[1 −G∗
m(θ)]

h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗
m(θ)

,

the mean waiting and service times

E[Ŵk,Ab] =
1
θ
Pk{Ab} −

h∗k(0)[h∗m−1(0) − h∗m(0)]G′
m(θ)

[h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗
m(θ)]2

,

E[Ĥk,Ab] = [1 −G∗
m(θ)]

{
h∗k(0)[h′m(0) − h′m−1(0)G∗

m(θ)]
[h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(θ)]2
− h′k(0)
h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(θ)

}
,

and the covariance Cov[Ŵk, Ĥk; Ab] := E[ŴkĤk,Ab] − E[Ŵk,Ab]E[Ĥk,Ab] with

E[ŴkĤk,Ab] =
1
θ
E[Ĥk,Ab] +G′

m(θ)

{
2h∗k(0)[h∗m(0) − h∗m−1(0)][h′m(0) − h′m−1(0)G∗

m(θ)]
[h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(θ)]3

−
h∗k(0)[h′m(0) − h′m−1(0)] + h′k(0)[h∗m(0) − h∗m−1(0)]

[h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗
m(θ)]2

}
.
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For the customer in state k, k ≥ m, we have

T̂ ∗
k (s, s′,Ab) = W ∗

k (s,Ab) +
W ∗

k (s,Rs)H∗
m−1(s

′,Pr)W ∗
m(s,Ab)

1 −W ∗
m(s,Rs)H∗

m−1(s′,Pr)

=
θ

s+ θ

{
1 −

[h∗m(s′) − h∗m−1(s
′)]G∗

k(s+ θ)
h∗m(s′) − h∗m−1(s′)G∗

m(s+ θ)

}
,

which leads to the marginal distributions

Ŵ ∗
k (s,Ab) = W ∗

k (s,Ab) +
pm−1{Pr}W ∗

k (s,Rs)W ∗
m(s,Ab)

1 − pm−1{Pr}W ∗
m(s,Rs)

=
θ

s+ θ

{
1 −

[h∗m(0) − h∗m−1(0)]G∗
k(s+ θ)

h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗
m(s+ θ)

}
,

Ĥ∗
k(s,Ab) = pk{Ab} +

pk{Rs}pm{Ab}H∗
m−1(s,Pr)

1 − pm{Rs}H∗
m−1(s,Pr)

= 1 −
[h∗m(s) − h∗m−1(s)]G

∗
k(θ)

h∗m(s) − h∗m−1(s)G∗
m(θ)

,

T̂ ∗
k (s,Ab) = W ∗

k (s,Ab) +
W ∗

k (s,Rs)H∗
m−1(s,Pr)W ∗

m(s,Ab)
1 −W ∗

m(s,Rs)H∗
m−1(s,Pr)

=
θ

s+ θ

{
1 −

[h∗m(s) − h∗m−1(s)]G
∗
k(s+ θ)

h∗m(s) − h∗m−1(s)G∗
m(s+ θ)

}
.

Then we get the probability of abandonment

Pk{Ab} = 1 −
[h∗m(0) − h∗m−1(0)]G∗

k(θ)
h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(θ)
,

the mean waiting and service times

E[Ŵk,Ab] =
1
θ
Pk{Ab} − [h∗m−1(0) − h∗m(0)]

{
G′

k(θ)
h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(θ)
+

h∗m−1(0)G∗
k(θ)G

′
m(θ)

[h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗
m(θ)]2

}
,

E[Ĥk,Ab] =
G∗

k(θ)[h
′
m(0)h∗m−1(0) − h′m−1h

∗
m(0)][1 −G∗

m(θ)]
[h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(θ)]2
,

and

E[ŴkĤk,Ab] =
1
θ
E[Ĥk,Ab] +

h′m(0)h∗m−1(0) − h′m−1h
∗
m(0)

[h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗
m(θ)]3

×{G∗
k(θ)G

′
m(θ)[h∗m(0) − 2h∗m−1(0) +G∗

m(θ)h∗m−1(0)] −G′
k(θ)[1 −G∗

m(θ)][h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗
m(θ)]}.

4.2. Time to service completion
We next consider the time to service completion for a customer who gets served. For the customer
in state k, 0 ≤ k ≤ m− 1, we have

T̂ ∗
k (s, s′,Sr) = H∗

k(s′,Sr) +
H∗

k(s′,Pr)W ∗
m(s,Rs)H∗

m−1(s
′,Sr)

1 −W ∗
m(s,Rs)H∗

m−1(s′,Pr)

=
µ

s′ + µ

{
1 − h∗k(s

′)[1 −G∗
m(s+ θ)]

h∗m(s′) − h∗m−1(s′)G∗
m(s+ θ)

}
,

which leads to the marginal distributions

Ŵ ∗
k (s, Sr) = pk{Sr} +

pk{Pr}pm−1{Sr}W ∗
m(s,Rs)

1 − pm−1{Pr}W ∗
m(s,Rs)

= 1 − h∗k(0)[1 −G∗
m(s+ θ)]

h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗
m(s+ θ)

,

Ĥ∗
k(s, Sr) = H∗

k(s,Sr) +
pm{Rs}H∗

k(s,Pr)H∗
m−1(s,Sr)

1 − pm{Rs}H∗
m−1(s,Pr)

=
µ

s+ µ

{
1 − h∗k(s)[1 −G∗

m(θ)]
h∗m(s) − h∗m−1(s)G∗

m(θ)

}
,

T̂ ∗
k (s, Sr) = H∗

k(s,Sr) +
H∗

k(s,Pr)W ∗
m(s,Rs)H∗

m−1(s,Sr)
1 −W ∗

m(s,Rs)H∗
m−1(s,Pr)

=
µ

s+ µ

{
1 − h∗k(s)[1 −G∗

m(s+ θ)]
h∗m(s) − h∗m−1(s)G∗

m(s+ θ)

}
.
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Then we get the probability of service completion

Pk{Sr} = Ŵ ∗
k (0,Sr) = Ĥ∗

k(0,Sr) = T̂ ∗
k (0,Sr) = 1 − h∗k(0)[1 −G∗

m(θ)]
h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(θ)
= 1 − Pk{Ab},

the mean waiting and service times

E[Ŵk,Sr] =
h∗k(0)[h∗m−1(0) − h∗m(0)]G′

m(θ)
[h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(θ)]2
,

E[Ĥk,Sr] =
1
µ
Pk{Sr} − [1 −G∗

m(θ)]

{
h∗k(0)[h′m(0) − h′m−1(0)G∗

m(θ)]
[h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(θ)]2
− h′k(0)
h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(θ)

}
,

and the covariance Cov[Ŵk, Ĥk; Sr] := E[ŴkĤk,Sr] − E[Ŵk,Sr]E[Ĥk,Sr] with

E[ŴkĤk,Sr] =
1
µ
E[Ŵk,Sr] −G′

m(θ)

{
2h∗k(0)[h∗m(0) − h∗m−1(0)][h′m(0) − h′m−1(0)G∗

m(θ)]
[h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(θ)]3

−
h∗k(0)[h′m(0) − h′m−1(0)] + h′k(0)[h∗m(0) − h∗m−1(0)]

[h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗
m(θ)]2

}
.

For the customer in state k, k ≥ m, we have

T̂ ∗
k (s, s′,Sr) =

W ∗
k (s,Rs)H∗

m−1(s
′,Sr)

1 −W ∗
m(s,Rs)H∗

m−1(s′,Pr)
=

µ

s′ + µ
·
[h∗m(s′) − h∗m−1(s

′)]G∗
k(s+ θ)

h∗m(s′) − h∗m−1(s′)G∗
m(s+ θ)

.

which leads to the marginal distributions

Ŵ ∗
k (s,Sr) =

pm−1{Sr}W ∗
k (s,Rs)

1 − pm−1{Pr}W ∗
m(s,Rs)

=
[h∗m(0) − h∗m−1(0)]G∗

k(s+ θ)
h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(s+ θ)
,

Ĥ∗
k(s,Sr) =

pk{Rs}H∗
m−1(s,Sr)

1 − pm{Rs}H∗
m−1(s,Pr)

=
µ

s+ µ
·
[h∗m(s) − h∗m−1(s)]G

∗
k(θ)

h∗m(s) − h∗m−1(s)G∗
m(θ)

,

T̂ ∗
k (s,Sr) =

W ∗
k (s,Rs)H∗

m−1(s,Sr)
1 −W ∗

m(s,Rs)H∗
m−1(s,Pr)

=
µ

s+ µ
·
[h∗m(s) − h∗m−1(s)]G

∗
k(s+ θ)

h∗m(s) − h∗m−1(s)G∗
m(s+ θ)

.

Then we get the probability of service completion

Pk{Sr} = Ŵ ∗
k (0,Sr) = Ĥ∗

k(0,Sr) = T̂ ∗
k (0,Sr) =

[h∗m(0) − h∗m−1(0)]G∗
k(θ)

h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗
m(θ)

= 1 − Pk{Ab},

the mean waiting and service times

E[Ŵk,Sr] = [h∗m−1(0) − h∗m(0)]

{
G′

k(θ)
h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(θ)
+

h∗m−1(0)G∗
k(θ)G

′
m(θ)

[h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗
m(θ)]2

}
,

E[Ĥk,Sr] =
1
µ
Pk{Sr} −

G∗
k(θ)[h

′
m(0)h∗m−1(0) − h′m−1h

∗
m(0)][1 −G∗

m(θ)]
[h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(θ)]2
,

and

E[ŴkĤk,Sr] =
1
µ
E[Ŵk,Sr] −

h′m(0)h∗m−1(0) − h′m−1h
∗
m(0)

[h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗
m(θ)]3

×{G∗
k(θ)G

′
m(θ)[h∗m(0) − 2h∗m−1(0) +G∗

m(θ)h∗m−1(0)] −G′
k(θ)[1 −G∗

m(θ)][h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗
m(θ)]}.
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4.3. Time to departure (either abandonment or service completion)
We finally consider the time to departure (either abandonment or service completion) for an arbi-
trary customer. For the customer in state k, 0 ≤ k ≤ m− 1, we have

T̂ ∗
k (s, s′) = T̂ ∗

k (s, s′,Ab) + T̂ ∗
k (s, s′,Sr)

=
µ

s′ + µ
+
(

θ

s+ θ
− µ

s′ + µ

)
h∗k(s

′)[1 −G∗
m(s+ θ)]

h∗m(s′) − h∗m−1(s′)G∗
m(s+ θ)

,

which leads to the marginal distributions

Ŵ ∗
k (s) = Ŵ ∗

k (s,Ab) + Ŵ ∗
k (s,Sr) = 1 − s

s+ θ
· h∗k(0)[1 −G∗

m(s+ θ)]
h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(s+ θ)
,

Ĥ∗
k(s) = Ĥ∗

k(s,Ab) + Ĥ∗
k(s,Sr) =

µ

s+ µ
+

s

s+ µ
· h∗k(s)[1 −G∗

m(θ)]
h∗m(s) − h∗m−1(s)G∗

m(θ)
,

T̂ ∗
k (s) = T̂ ∗

k (s,Ab) + T̂ ∗
k (s,Sr) =

µ

s+ µ
+
(

θ

s+ θ
− µ

s+ µ

)
h∗k(s)[1 −G∗

m(s+ θ)]
h∗m(s) − h∗m−1(s)G∗

m(s+ θ)
.

The mean waiting time, service time, and total time are given by

E[Ŵk] = E[Ŵk,Ab] + E[Ŵk,Sr] =
1
θ
Pk{Ab},

E[Ĥk] = E[Ĥk,Ab] + E[Ĥk,Sr] =
1
µ
Pk{Sr},

E[T̂k] = E[T̂k,Ab] + E[T̂k,Sr] = E[Ŵk] + E[Ĥk] =
1
θ
Pk{Ab} +

1
µ
Pk{Sr}.

In particular, for an arriving customer (k = 0), we have the relation

E[Ŵ0] =
1
θ
P0{Ab} =

E[L]
λ

; E[Ĥ0] =
1
µ
P0{Sr} =

E[S]
λ

and Little’s theorem
E[T̂0] =

1
θ
P0{Ab} +

1
µ
P0{Sr} =

E[N ]
λ

,

where E[L], E[S], and E[N ] are the mean number of customers present in the waiting room, in the
service facility, and in the whole system, respectively, which are given in [3]. We also have

E[ŴkĤk] = E[ŴkĤk,Ab] + E[ŴkĤk,Sr] =
1
θ
E[Ĥk,Ab] +

1
µ
E[Ŵk,Sr]

to be used in the covariance Cov[Ŵk, Ĥk] := E[ŴkĤk] − E[Ŵk]E[Ĥk].
For the customer in state k, k ≥ m, we have

T̂ ∗
k (s, s′) = T̂ ∗

k (s, s′,Sr) + T̂ ∗
k (s, s′,Ab)

=
θ

s+ θ
+
(

µ

s′ + µ
− θ

s+ θ

) [h∗m(s′) − h∗m−1(s
′)]G∗

k(s+ θ)
h∗m(s′) − h∗m−1(s′)G∗

m(s+ θ)
,

which leads to the marginal distributions

Ŵ ∗
k (s) =

θ

s+ θ
+

s

s+ θ
·
[h∗m(0) − h∗m−1(0)]G∗

k(s+ θ)
h∗m(0) − h∗m−1(0)G∗

m(s+ θ)
,

Ĥ∗
k(s) = 1 − s

s+ µ
·
[h∗m(s) − h∗m−1(s)]G

∗
k(θ)

h∗m(s) − h∗m−1(s)G∗
m(θ)

,

T̂ ∗
k (s) =

θ

s+ θ
+
(

µ

s+ µ
− θ

s+ θ

) [h∗m(s) − h∗m−1(s)]G
∗
k(s+ θ)

h∗m(s) − h∗m−1(s)G∗
m(s+ θ)

.

We get the same expressions for E[Ŵk], E[Ĥk], E[T̂k], and E[ŴkĤk] as shown above, respectively.
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Table 1: Numerical example.

k Pk{Ab} Pk{Sr} E[Ŵk, Ab] E[Ĥk, Ab] E[T̂k, Ab] E[Ŵk, Sr] E[Ĥk, Sr] E[T̂k, Sr]

0 0.51270 0.48730 0.24299 0.30992 0.55291 0.01336 0.17738 0.19074
1 0.56396 0.43604 0.26729 0.28965 0.55693 0.01470 0.14639 0.16108
2 0.62549 0.37451 0.29645 0.26019 0.55663 0.01630 0.11432 0.13062
3 0.70034 0.29966 0.33192 0.21777 0.54969 0.01825 0.08189 0.10014
4 0.79283 0.20717 0.37576 0.15678 0.53254 0.02066 0.05039 0.07105
5 0.90911 0.09089 0.43087 0.06878 0.49965 0.02369 0.02211 0.04579
6 0.94907 0.05093 0.45368 0.03854 0.49222 0.02085 0.01239 0.03324
7 0.96686 0.03314 0.46548 0.02508 0.49056 0.01795 0.00806 0.02601
8 0.97624 0.02376 0.47252 0.01798 0.49050 0.01560 0.00578 0.02138
9 0.98181 0.01819 0.47713 0.01377 0.49090 0.01378 0.00442 0.01820

10 0.98541 0.01459 0.48038 0.01104 0.49142 0.01233 0.00355 0.01588
15 0.99293 0.00707 0.48827 0.00535 0.49362 0.00819 0.00172 0.00991
20 0.99541 0.00459 0.49146 0.00347 0.49493 0.00624 0.00112 0.00736
30 0.99732 0.00268 0.49434 0.00203 0.49637 0.00432 0.00065 0.00497

k E[Ŵk] E[Ĥk] E[T̂k] Cov[Ŵk, Ĥk; Ab] Cov[Ŵk, Ĥk; Sr] Cov[Ŵk, Ĥk]

0 0.25635 0.48730 0.74365 0.08169 0.00896 0.16832
1 0.28198 0.43604 0.71802 0.07098 0.00897 0.15952
2 0.31274 0.37451 0.68726 0.05852 0.00888 0.14639
3 0.35017 0.29966 0.64983 0.04474 0.00862 0.12713
4 0.39642 0.20717 0.60358 0.03103 0.00807 0.09905
5 0.45456 0.09089 0.54544 0.02089 0.00703 0.05808
6 0.47454 0.05093 0.52546 0.01656 0.00582 0.04012
7 0.48343 0.03314 0.51567 0.01379 0.00487 0.03049
8 0.48812 0.02376 0.51188 0.01183 0.00417 0.02459
9 0.49090 0.01819 0.50910 0.01038 0.00365 0.02066

10 0.49270 0.01459 0.50730 0.00926 0.00324 0.01785
15 0.49647 0.00707 0.50353 0.00612 0.00212 0.01087
20 0.49771 0.00459 0.50229 0.00466 0.00160 0.00798
30 0.49866 0.00268 0.50134 0.00323 0.00110 0.00533

5. Numerical Example
Numerical values for Pk{Ab}, Pk{Sr}, E[Ŵk,Ab], E[Ĥk,Ab], E[T̂k,Ab], E[Ŵk,Sr], E[Ĥk,Sr],
E[T̂k,Sr], E[Ŵk], E[Ĥk], E[T̂k], Cov[Ŵk, Ĥk; Ab], Cov[Ŵk, Ĥk; Sr], and Cov[Ŵk, Ĥk] are shown
for k = 0, 1, 2, . . . , 10, 15, 20, and 30 in Table 1. In this case, we have assumed m = 5, µ = 1, θ = 2,
and λ = 10 so that ρ = 2 and τ = 2.
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ビットコインのマイニング・モデルとトランザクション承認時間解析

河瀬　良亮 笠原　正治
奈良先端科学技術大学院大学情報科学研究科

概要：ビットコインでは,ハッシュ関数の出力結果がある条件を満足するような文字列を探索するマイニング
により,取引台帳であるブロック・チェーンを更新する. 最近の研究により,新たに発生したトランザクション
は現在のマイニング対象ブロックには含められず,次回以降のブロックに含められるということが明らかになっ
た. 本稿では,この状況を集団サービス型待ち行列を用いてモデル化し,トランザクション単位の承認時間の解
析を行う. 具体的には,集団サービスを行うM/GB/1を考え,新規トランザクションの到着時点でサービス中の
集団サイズが制限未満であってもそのトランザクションは待ち行列で待機するモデルを考える. このモデルに
おいて,トランザクションの系内滞在時間はそのトランザクションの承認にかかる時間に相当する. このモデル
に対してサービス中のトランザクション数と待ち行列内トランザクション数の結合分布を考え,それを基にト
ランザクション承認時間の平均を導出する.数値例において,集団サービスのサイズがトランザクション承認時
間に与える影響を定量的に分析する.

1. はじめに
ビットコインは中央サーバや管理者が存在しない自律分散型の仮想通貨であり,暗号技術とピア・ツ
ウ・ピア (Peer-to-Peer)ネットワーク技術により,多重支払いやなりすまし等の不正を防止することに
成功している [1].ビットコインは高速かつ安全に国際取引が可能であり,その手数料の安さからイン
ターネット上の投げ銭やコンテンツ一部分への課金といった少額取引 (マイクロペイメント)において
利用拡大が期待されている [2] .ビットコインは年々使用される機会が増えており, 2015年の一日当た
りの平均取引件数は 125,000件に上り,その前年の 69,000件と比較して約 2倍に増加している. 日本
国内においては,財務省と金融庁が,ビットコインやイーサリアムなどの仮想通貨取得時にかかる消費
税をなくす方向で来年度の税制改正に向けて議論を進めており [3],仮想通貨の普及に拍車がかかるこ
とが考えられる.
ビットコインの取引は,トランザクションを通じて行われる.トランザクションの中には,送信者か

ら受信者へある額面のコインを移動させるという情報が記載されている.ビットコインでは,トランザ
クションを複数集めてブロックを形成し,パズル的問題を解く作業によりブロックを承認する.この作
業をマイニングと呼び,マイニングは平均 10分で終了するように,パズルの難易度は自動で調整され
ている [4].マイニングを行うノードをマイナーと呼び,マイナーはマイニングに成功すると報酬とし
て 12.5BTCとブロックに含まれるトランザクションの送金手数料を受け取る.
ビットコインの技術的課題の一つに,最大ブロックサイズに起因する低いトランザクション処理速

度がある [5]. ビットコインではブロックに複数のトランザクションを収容して承認処理を行うが,ブ
ロックサイズが 1Mbyteに制限されており,平均 10分のマイニング時間であることから,単位時間当
たりのトランザクション処理数に限界がある. また,トランザクションは送金金額,前回の承認からの
経過時間,データサイズによって優先権の値が決められ,その値と手数料を基にブロックに含められる
かどうかが決定される [4]. そのため,高負荷時では低額送金のトランザクションや低い手数料のトラ
ンザクションは低い優先権のためにブロックに中々組み込まれず,承認に時間がかかってしまう. ブ
ロック・チェーンの取引情報を提供している [6]によると, 10分間当たりのトランザクション発生量
はブロックサイズの上限近くに迫ってきており,スケーラビリティを如何に拡張するかが喫緊の課題
となっている. この問題に対し,トランザクションの電子署名部分を分離するアプローチ [7]など数多
くの解決法が提案されているが, 2016年 11月時点においてビットコイン・コミュニティで合意され
た方法は存在しない.
ビットコインのトランザクション承認処理は,集団サービスによる待ち行列としてモデル化するこ

とができる. 集団サービスを持つ待ち行列の解析については,文献 [9]においてM/GB/1に対し,経過
サービス時間と待ち行列内客数の結合分布関数について解析が行われている. 文献 [8]では,優先権付
きM/GB/1待ち行列を考え,高優先と低優先の二種類のトランザクションに対する平均承認時間の解
析が行われている. 　文献 [8]の待ち行列モデルでは,トランザクションが新規に到着した時点で集団
サービスが制限未満であれば,そのトランザクションは直ちにサービスに含まれるというモデルを検
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討している. 文献 [8]ではブロック・チェーンの統計的分析を行い,マイニングにかかる時間 (ブロッ
ク生成時間)が指数分布に従っていること,トランザクションが到着してから承認されるまでの時間が
サービス時間の約二倍近くかかっていること,の二点を報告し,これらの結果から,新規到着トランザ
クションは直ちにサービスされるのではなく,早くても次のブロック生成に回されることを指摘して
いる.
そこで本研究では, M/GB/1待ち行列において,集団サービスが行われているときに到着したトラン

ザクションはそのサービスに含められず,待ち行列で待機させられるモデルを考える. 具体的には,サー
ビス中のトランザクション数と待ち行列内のトランザクション数の結合確率母関数を考え,平均系内
トランザクション数からリトルの公式より平均トランザクション承認時間を導出する. 数値例では,ブ
ロックサイズがトランザクション承認時間に与える影響について,定量的な評価を行う.
本論文の構成は以下の通りである. 2章ではトランザクション処理の待ち行列モデルを述べ, 3章で

サービス中のトランザクション数と待ち行列内トランザクション数の結合分布を導出する. 4章で数
値例を示し, 5章で結論を述べる.

2. マイニングの待ち行列モデル
トランザクションは率 λのポアソン過程に従ってシステムに到着する. トランザクションは複数個ま
とめられて一つのブロックに収容される.
マイニングによってブロックが生成されるため,以下ではブロック生成間隔をサービス時間と呼ぶ.

S i (i = 1, 2, . . .)を i番目のブロック生成時間間隔とする. {S i}は独立同一な分布関数G(x) = Pr{S ≤ x}
に従い, G(x)の確率密度関数を g(x)とする. 平均ブロック生成時間 E[S ]は

E[S ] =
∫ ∞

0
x dG(x) =

∫ ∞

0
xg(x) dx,

と表せる.
サーバは複数のトランザクションを集団サービスする. 集団サービスの最大サイズは bである. ト

ランザクションが到着した時点でシステムが稼働中のとき,そのトランザクションは待ち行列で待機
し,次以降のブロックに到着順で含められる. システム内にトランザクションが存在しない場合でも,
マイニングによるサービスは継続的に行われる. そのため, 新たに到着したトランザクションは次の
サービス開始時点まで待機させられるものと仮定する.

3. 解析
Ns(t)を時刻 tにおけるサーバ内トランザクション数, Nq(t)を待ち行列内トランザクション数とする.
また X(t)を時刻 tにおける経過サービス時間とし, Pm,n を次式で定義する.

Pm,n(x, t)dx = Pr
{
Ns(t) = m,Nq(t) = n, x < X(t) ≤ x + dx

}
.

またサービス時間 S のハザードレート ξ(x)を次式で定義する.

ξ(x) =
g(x)

1 −G(x)
.

t → ∞として定常状態を考える. 経過サービス時間 x(t)の微小変化量に注意することで次式を得る.

d
dx

Pm,n(x) = −{λ + ξ(x)}Pm,n(x) + λPm,n−1(x), 0 ≤ m ≤ b, n ≥ 1, (1)

d
dx

Pm,0(x) = −{λ + ξ(x)}Pm,0(x), 0 ≤ m ≤ b. (2)
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x = 0における境界条件は次式で与えられる.

Pb,n(0) =
b∑

m=0

∫ ∞

0
Pm,n+b(x)ξ(x)dx, n ≥ 0,

Pm,n(0) = 0, m = 0, 1, . . . , b − 1, n ≥ 1,

Pk,0(0) =
b∑

m=0

∫ ∞

0
Pm,k(x)ξ(x)dx, k = 0, 1, . . . , b.

正規化条件は

∞∑
n=0

b∑
m=0

∫ ∞

0
Pm,n(x)dx = 1,

と表せる. ここで,結合母関数 P(z1, z2; x)と P(z1, z2)を以下のように定義する.

P(z1, z2; x) =
∞∑

n=0

b∑
m=0

Pm,n(x)zm
1 zn

2, (3)

P(z1, z2) =
∫ ∞

0
P(z1, z2; x) dx. (4)

(1)式と (2)式より,

∞∑
n=0

b∑
m=0

d
dx

Pm,n(x) zm
1 zn

2 =

∞∑
n=0

b∑
m=0

−{λ + ξ(x)}Pm,n(x) zm
1 zn

2 +

∞∑
n=1

b∑
m=0

λPm,n−1(x) zm
1 zn

2

=

∞∑
n=0

b∑
m=0

−{λ + ξ(x)}Pm,n(x) zm
1 zn

2 + λz2

∞∑
n=0

b∑
m=0

Pm,n(x) zm
1 zn

2,

となり,母関数を用いて書き換えると

d
dx

P(z1, z2; x) = −{λ + ξ(x)}P(z1, z2; x) + λz2P(z1, z2; x)

= −{λ(1 − z2) + ξ(x)}P(z1, z2; x).

これより P(z1, z2; x)は次式で与えられる.

P(z1, z2; x) = P(z1, z2; 0)e−λ(1−z2)x{1 −G(x)}, (5)

この両辺に ξ(x)をかけて xで積分すると∫ ∞

0
P(z1, z2; x)ξ(x) dx =

∫ ∞

0
P(z1, z2; 0)e−λ(1−z2)x{1 −G(x)} dG(x)

1 −G(x)

= P(z1, z2; 0)
∫ ∞

0
e−λ(1−z2)xdG(x)

= P(z1, z2; 0)G∗(λ − λz2). (6)

ここで

G∗(λ − λz2) =
∫ ∞

0
e−λ(1−z2)xdG(x),
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である. (3), (6)式より,

P(z1, z2; 0)G∗(λ − λz2) =
∫ ∞

0

∞∑
n=0

b∑
m=0

Pm,n(x)ξ(x) dx zm
1 zn

2. (7)

また (3)式で x = 0とすると

P(z1, z2; 0) =
∞∑

n=0

b∑
m=0

Pm,n(0) zm
1 zn

2

=

∞∑
n=0

Pb,n(0) zb
1zn

2 +

b−1∑
m=0

Pm,0(0)zm
1

=

∞∑
n=0

b∑
m=0

∫ ∞

0
Pm,n+b(x)ξ(x) dx zb

1zn
2 +

b−1∑
n=0

b∑
m=0

∫ ∞

0
Pm,n(x)ξ(x) dx zn

1. (8)

ここで (8)式の第一項目に (7)式を用いることで

∞∑
n=0

b∑
m=0

∫ ∞

0
Pm,n+b(x)ξ(x) dx zb

1zn
2 =

(
z1

z2

)b ∞∑
n=b

b∑
m=0

∫ ∞

0
Pm,n(x)ξ(x) dx zn

2

=

(
z1

z2

)b
P(1, z2; 0)G∗(λ − λz2) −

b−1∑
n=0

b∑
m=0

∫ ∞

0
Pm,n(x)ξ(x) dx zn

2

 ,
となる. よって, (8)式は次のように書ける.

P(z1, z2; 0) =
(
z1

z2

)b
P(1, z2; 0)G∗(λ − λz2) −

b−1∑
n=0

b∑
m=0

∫ ∞

0
Pm,n(x)ξ(x) dx zn

2


+

b−1∑
n=0

b∑
m=0

∫ ∞

0
Pm,n(x)ξ(x) dx zn

1. (9)

(9)式に z1 = 1を代入すると

P(1, z2; 0) =
(

1
z2

)b
P(1, z2; 0)G∗(λ − λz2) −

b−1∑
n=0

b∑
m=0

∫ ∞

0
Pm,n(x)ξ(x) dx zn

2


+

b−1∑
n=0

b∑
m=0

∫ ∞

0
Pm,n(x)ξ(x) dx.

上式の両辺に zb
2 をかけて整理すると

{
zb

2 −G∗(λ − λz2)
}
P(1, z2; 0) =

b−1∑
n=0

(zb
2 − zn

2)
b∑

m=0

∫ ∞

0
Pm,n(x)ξ(x) dx.

よって

P(1, z2; 0) =
∑b−1

n=0(zb
2 − zn

2)αn

zb
2 −G∗(λ − λz2)

. (10)

ここで

αn =

b∑
m=0

∫ ∞

0
Pm,n(x)ξ(x) dx,
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である.
(10)式の分母に対して Roucheの定理より [10],

zb
2 −G∗(λ − λz2) = 0,

の z2 についての解は |z2| = 1 + ϵ(ϵ > 0)の範囲に b個含まれている. その解の１つは z2 = 1であり,そ
の他の解を z∗2,k(k = 1, 2, ..., b − 1)とすると式 (10)より次の b − 1個の方程式を得る.

b−1∑
n=0

{(
z∗2,k

)b −
(
z∗2,k

)n
}
αn = 0, k = 1, 2, ..., b − 1. (11)

(9)式と (10)式より

P(z1, z2; 0) =
(
z1

z2

)b

∑b−1

n=0

(
zb

2 − zn
2

)
αn

zb
2 −G∗(λ − λz2)

G∗(λ − λz2) −
b−1∑
n=0

αnzn
2

 +
b−1∑
n=0

αnzn
1. (12)

また (4)式と (5)式より

P(z1, z2) = P(z1, z2; 0)
∫ ∞

0
e−λ(1−z2)x{1 −G(x)} dx

= P(z1, z2; 0)
1 −G∗(λ − λz2)
λ(1 − z2)

. (13)

ここで両辺に λ(1 − z2)をかけて z2 で偏微分すると

∂P(z1, z2)
∂z2

λ(1 − z2) − P(z1, z2)λ =
∂P(z1, z2; 0)
∂z2

{
1 −G∗(λ − λz2)

} − P(z1, z2; 0)
∂G∗(λ − λz2)
∂z2

.

z1 = z2 = 1を代入し P(1, 1) = 1を用いると

P(1, 1) = P(1, 1; 0)E[S ] = 1.

P(1, 1; 0)を求めるために, (13)式の両辺に zb
2(zb

2 −G∗(λ − λz2))をかけると

P(z1, z2; 0) zb
2

{
zb

2 −G∗(λ − λz2)
}
= zb

1

b−1∑
n=0

(
zb

2 − zn
2

)
αnG∗(λ − λz2) − zb

1

{
zb

2 −G∗(λ − λz2)
} b−1∑

n=0

αnzn
2

+ zb
2

{
zb

2 −G∗(λ − λz2)
} b−1∑

n=1

αnzn
1 + α0z1

 .
z2 で偏微分して z1 = z2 = 1とし,システムの安定条件 b > λE[S ]の成立を仮定すると,次式を得る.

P(1, 1; 0) =
∑b−1

n=0 (b − n)αn

b − λE[S ]
.

よって正規化条件は次式で与えられる.∑b−1
n=0 (b − n)αn

b − λE[S ]
E[S ] = 1. (14)

(11)式と (14)式を αn について解くことにより, b個の未知変数 αn の値が決定される.
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(12)式と (13)式より

P(z1, z2) =
{(z1

z2

)b
∑b−1

n=0(zb
2 − zn

2)αn

zb
2 −G∗(λ − λz2)

G∗(λ − λz2) −
(z1

z2

)b
b−1∑
n=0

αnzn
2

+

b−1∑
n=0

αnzn
1

}1 −G∗(λ − λz2)
λ(1 − z2)

.

上式を z1で 1回偏微分し z2 で 2回偏微分してから (14)式に注意して z1 = z2 = 1を代入すると(
∂P(z1, z2)
∂z1

)
z1=1,z2=1

=


∑b−1

n=0(b − n)αn

b − λE[S ]
E[S ]

 λE[S ]

= λE[S ].

また z2 で 3回微分して z1 = z2 = 1を代入し (14)式を用いて整理すると(
∂

∂z2
P(z1, z2)

)
z1=1,z2=1

=
1

2(b − λE[S ])

(
λ2E[S 2] − 2b(b − λE[S ]) − b(b − 1)

+

b−1∑
n=0

{
λE[S 2](b − n) + E[S ]{b(b − 1) − n(n − 1)} + 2bE[S ](b − n)

}
αn

)
.

よって系内トランザクション数の平均は次式で与えられる.

E[N] =
1

2(b − λE[S ])

(
λ2E[S 2] − b(b − 1) − 2(b − λE[S ])2

+

b−1∑
n=0

{
λE[S 2](b − n) + E[S ]{b(b − 1) − n(n − 1)} + 2bE[S ](b − n)

}
αn

)
.

トランザクションの系内滞在時間を T とすると,平均系内滞在時間 E[T ]は,リトルの公式より次式で
与えられる.

E[T ] =
E[N]
λ

=
1

2λ(b − λE[S ])

(
λ2E[S 2] − b(b − 1) − 2(b − λE[S ])2

+

b−1∑
n=0

{
λE[S 2](b − n) + E[S ]{b(b − 1) − n(n − 1)} + 2bE[S ](b − n)

}
αn

)
. (15)

4. 数値解析
4.1. ブロック生成時間の分布
文献 [8]より,ブロック生成時間の分布G(x)は以下のパラメータを持つ指数分布で近似できることが
報告されている.

G(x) = 1 − e−µx, ただし µ = 0.0018378995.

これより E[S ]と E[S 2]は,

E[S ] =
1
µ
= 544.0993884, E[S 2] =

2
µ2 = 592088.2889,

– 69 –



と求められる. また,G(x)のラプラス・スティルチェス変換は,

G∗(s) =
µ

s + µ
,

となる. これらと式 (15)を用いて数値実験を行った.
4.2. 解析とシミュレーションの比較
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図 1: 解析とシミュレーションの比較

解析結果の妥当性を検証するため,同一の待ち行列モデルに対するモンテカルロシミュレーション
を行った. 図 1は解析結果とシミュレーション結果を比較した図である. この図の横軸は到着率 λを,
縦軸は平均トランザクション承認時間 E[T ]を表している. ここではブロックサイズを b = 1000で固
定して数値計算を行っている. 図 1より,解析結果とシミュレーション結果が一致しており,解析の妥
当性を確認することができた.
また図 1より, λが小さい領域ではトランザクション承認時間が 1088秒で一定の値を示しているこ

とが観察される. 平均ブロック生成時間間隔 1/µ = 544秒より, 到着率 λがこの領域ではトランザク
ションは直後のブロックではなくそのもう 1つ後のブロックに取り込まれている状況が推察される.
さらに λが b/µに近づくと急激に承認時間が長くなり発散することも観察される.
4.3. 解析と実測値の比較
解析と実測値との比較を行う. 文献 [8]によると,トランザクションの平均サイズが 571.34バイトで
あることから,最大ブロックサイズは b = 1750と見積もることができる. 表 1はこのブロックサイズ
の基で実データより得られた平均到着率 λの値を基に計算した平均トランザクション承認時間と実測
値を比較したものである. この表より

表 1: 解析と実測値との比較

トランザクション 到着率 実測値 解析

優先度なし 0.9709120529 1127.238651 1112.035745

実測値が 1127秒に対して解析では 1112秒と近い値を示している. 解析結果の方が約 15秒ほど小
さい結果となっているが,平均値は 1000のオーダーとなっており,概ね妥当な精度の結果が得られて
いると考えられる.
4.4. 実データを用いたシミュレーションと解析の比較
文献 [6]にあるトランザクションの発行時間とブロックの生成時間のデータを用いてシミュレーショ
ンを行い,解析結果と比較する. まず 2013年 10月から 2015年 9月までの 2年間のデータに対して,
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式 (15) で到着率 λ = 0.9709120 として数値実験を行った結果とシミュレーションの結果を図 2 に示
す. 同様に, 2013年 10月から 2014年 9月の 1年間と 2014年 10月から 2015年 9月までの 1年間に
対して,それぞれ到着率 λ = 0.733693, 1.208131で解析を行った結果とシミュレーション結果を図 3, 4
に示す.
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図 2: 2013/10-2015/09における承認時間に対するブロックサイズの影響
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図 3: 2013/10-2014/09における承認時間に対するブロックサイズの影響

1日ごとのトランザクションの到着率を図 5に示す. これより 1日に到着するトランザクションの
数は時間とともに大きく変動していることが分かる. 2013年 10月から 2014年 9月の間では到着率の
ばらつきが少ないため,解析とシミュレーションでよく一致している. しかしながら 2014年 10月から
2015年 9月の間では到着率のばらつきが大きいため,結果が解析とシミュレーションの間で差異が生
じている. 同様の理由で 2013年 10月から 2015年 9月までの 2年間に対してシミュレーションを行っ
た際も合致しなかった.
4.5. トランザクション承認時間に対するブロックサイズの影響
本節では,ブロックサイズがトランザクション承認時間に与える影響について検討を行う.
ブロックサイズを b = 1000, 2000, 4000, 8000と変えた場合の結果を図 6に示す. 現在の最大ブロッ

クサイズ 1Mbyteに含まれるトランザクションの最大数は文献 [8]より b = 1750で近似的に与えられ
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図 4: 2014/10-2015/09における承認時間に対するブロックサイズの影響
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ている. この値に近いのが b = 2000の場合で, λ = 3.6付近で発散している. これはブロックサイズの
上限に関する問題で,ブロックサイズを増やしてもトランザクション処理速度が大幅に向上しないこ
とを意味している.
それに対して Segregated Witness (Segwit)と呼ばれる改良を施すことが予定されている [11]. Segwit

は,トランザクションから電子署名を分離し,ブロックチェーンに取り込まれるデータ量を削減し,セ
キュリティも強化するものである. Segwitに対応したウォレットを利用すると,電子署名部分の容量
を 75%削減できる. Segwitとブロックサイズの増加を組み合わせることにより,トランザクション処
理量を大幅に改善できることが期待できる.

5. 結論・今後の課題
本論文ではビットコインのトランザクション承認時間について,集団サービスを行う待ち行列モデル
M/GB/1を用いて解析を行った. この待ち行列モデルでは,到着したトランザクションは一旦メモリ上
のプールに蓄積され, 到着時点で生成中のブロックには含められない状況を模擬している. このモデ
ルを用いてトランザクションの承認時間を定式化し,その正当性をシミュレーションとの比較によっ
て確認した. さらにトランザクション承認時間に対するブロックサイズや到着率の影響について定量
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図 6: バッチサイズによるトランザクション承認時間の変化

的に評価を行った. ブロックサイズの増加により,トランザクション処理量をある程度増大させること
ができるが,その処理増加量は限定的であることが判明した. しかしながら Segwitによるトランザク
ションデータ量の削減と最大ブロックサイズを増加させることにより,トランザクション処理量を現
状よりも大幅に改善できる可能性がある.
今後の課題として,実際のビットコインのシステムではトランザクションに優先度が与えられ,優先

度の高いトランザクションほど先にブロックに格納される仕組みになっているため,優先度を考慮し
たモデルの解析が必要である. とくにマイクロペイメントでの利用が見込まれているため,優先度が低
い場合のトランザクション承認時間の解析をする必要がある [2]. またマイクロペイメントによる利用
が増えた場合に,ライトニングネットワークと呼ばれるマイクロペイメント専用のチャネルを実装す
ることが検討されている [12]. その効果を数理モデルで定量的に解析することも重要である.
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BGPネットワークにおける障害規模推定方法の検討

後谷　浩輔 小林　香
富山県立大学　工学部　情報システム工学科

概要：　本研究では，BGPネットワークに障害が起こった時，その規模を推定する手法を検討する．BGPの
メッセージの一つで経路更新情報を通知する UPDATEメッセージを用いて，障害規模を推定するアルゴリズ
ムを検討する．

1. はじめに
　インターネットは，何らかの影響で通信障害を発生させることが多々ある．そこでそのような障害
に迅速に対応することが求められている．障害に迅速に対応するには，主に，位置と規模の大きさに
ついて知りたい．しかし，BGP(Border Gateway Protocol)ネットワークにおいて，そのようなもの
を知るツールは少ない．そこで，BGPネットワークにおける障害規模の推定手法を検討する．BGP

は，いくつかのネットワーク (プレフィックス)をひとまとめにした単位でルーティングを行う通信プ
ロトコルである．現在，AS間をつなぐルーティングプロトコルの多くは BGPを用いていて、BGP

はTCP上でピアを確立し，BGPメッセージをいくつかのピアとやりとりしている．メッセージの種
類は，

• 通信を開通する際のOPENメッセージ
• 生存確認をするKEEPALIVEメッセージ
• 経路更新情報を伝えるUPDATEメッセージ

　等がある．

2. 推定手法
　 BGPは，いくつかのネットワーク (プレフィックス)をひとまとめにした単位でルーティングを行
う通信プロトコルである．現在，AS間をつなぐルーティングプロトコルの多くは BGPを用いてい
て，BGPは TCP上でピアを確立し，BGPメッセージをいくつかのピアとやりとりしている．メッ
セージの種類には，

• 通信を開通する際のOPENメッセージ
• 生存確認をするKEEPALIVEメッセージ
• 経路更新情報を伝えるUPDATEメッセージ

　等がある．その中で，本研究では経路更新情報を伝えるUPDATEメッセージに着目した．UPDATE

メッセージは，ピアに経路の差分情報を送るものであり，それには切断された (以後，withdrawn)プ
レフィックスと，新しく通信可能になったプレフィックス (以後，Announceされたプレフィックス)

が含まれる．通常，新しい経路情報を受け取れば，即時UPDATEメッセージによって差分の経路情
報がピアに送出されることになっている．また，1つのメッセージで，withdrawnプレフィックスや
Announceされたプレフィックスをそれぞれ複数通知することが出来る．藤原 [5]は，1つのUPDATE

メッセージに含まれるwithdrawnプレフィックスの数に注目して，一定の時間のUPDATEメッセー
ジの中央値をとることで障害警告レベルを設定した．本研究の最終目標としては，このUPDATEメッ
セージを用いてリアルタイムに障害規模が推定出来ることである．本研究では，障害規模を推定する
ための幾つかのパラメータを UPDATEメッセージから抽出し，それらを 0～1に正規化し，原点と
の距離を測定することで障害規模を推定する．

3. 検討
3.1. 用いるデータ
　Updateメッセージの取得先はRoute Viwes Project[1]である．幾つかのASのUPDATEメッセー
ジをMRT format[2]で保存されており，それを RIPE NCCによる libBGPdump[3]によりテキスト

– 74 –



データに変換する．表 1にテキストデータに変換した UPDATEメッセージの内容サンプルを示す．
表 1のようにメッセージの届いた時刻，プロトコルタイプ，メッセージを送ってきたAS番号，パス属
性，ASパス，WITHDRAW，ANNOUNCE等が含まれている．表 1に，得られる情報の例を示す．

表 1: UPDATEメッセージから得られる情報例
TIME 11/11/14 00:00:08

TYPE BGP4MP/MESSAGE/Update

FROM メッセージを送ってきた IPアドレス AS番号
TO メッセージを受け取った IPアドレス AS番号

ASPATH 通ってきたAS番号のリスト
WITHDRAW 切断されたプレフィックスリスト
ANNOUNCE 新しく広告されたプレフィックスリスト

また，障害情報は，米Dyn Research社 [4](以後，Dyn社)の情報を用いる．Dyn社が提供するネッ
トワーク障害情報 (internet event bulletin)の例として表 2に 2015年 4月 30日の障害 (outage)情報
を示す．

表 2: Dyn社から得られる情報例
日時 障害のタイプ 影響を受けたネットワーク数 障害が起こった国

2015/04/30 04:08 outage 7 Paraguay

2015/04/30 05:13 outage 23 Paraguay

2015/04/30 06:36 outage 71 the United States

2015/04/30 06:53 momentary outage 23 Paraguay

2015/04/30 06:56 outage 57 the United States

2015/04/30 07:02 outage 183 the United States

2015/04/30 07:19 outage 15 Paraguay

2015/04/30 07:49 momentary outage 23 Paraguay

2015/04/30 07:58 outage 15 Paraguay

2015/04/30 10:22 outage 57 Hong Kong

2015/04/30 10:57 momentary outage 88 Sweden

2015/04/30 10:59 momentary outage 72 Sweden

2015/04/30 11:01 momentary outage 71 Sweden

2015/04/30 11:07 outage 88 Sweden

2015/04/30 11:09 momentary outage 42 Sweden

2015/04/30 15:57 outage 48 Philippines

2015/04/30 17:53 outage 68 Ukraine

2015/04/30 20:32 outage 111 Iran

2015/04/30 23:53 outage 101 Bulgaria

表 2のように障害や復旧が発生した日時 (UTC)，その障害が起こった国，切断 (outage)または復
旧 (restoration)したネットワーク数，障害の発生した経路のAS番号などが掲載されている．しかし，
Dyn社の障害情報が，どの範囲までのUPDATE メッセージに影響があるかはわからない．しかし，
経路の変更や消失情報を受け取れば，通常すべてのピアに通知するので，障害によるUPDATEメッ
セージの影響は広範囲に渡ると考えた．従って，本研究では，障害が起こった国の違いを考慮しない．
また，今回は，1つの観測AS the United Statesにある routeviews 2 のみで検討する．
3.2. outagelevelの設定
Dyn社の outage情報から，障害のレベルを表 3のように設定した．但し，同時刻に複数の国で障害
が起こっている場合，それらを合計する．
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表 3: outagelevelの設定

outagelevel outage計
1 0

2 1～100

3 101～200

4 201～

3.3. 正規化方法の設定
　距離としては，最も一般的に使用されているユークリッド距離を用いるが，パラメータの値の幅に
差があり，そのまま扱うと，値の幅が大きいパラメータの影響が非常に大きくなるため，正規化を行
う必要がある．正規化には何種類かある．

1. 小数点をずらして合わせる方法
2. 最小値を 0，最大値を 1に合わせる方法
3. Z=(X-μ)/σ　で変換する方法 (Xが元のデータ，μが平均，σが分散)

　等がある．本研究では，0を原点にとれる 2の方法で正規化した．変換する式は

xi − xmin

xmax − xmin
(1)

　である．
3.4. 用いるパラメータの検討
　まず，データ点を時刻ごとまたはメッセージごとにとることが出来るが，時刻ごと（秒単位）のほ
うが設定できるパラメータが多いので時刻ごとにする．表 1から得られる情報からいくつかのパラ
メータ候補を挙げた．

1. 前のメッセージ到着時刻との間隔 (interval)

2. Announceを含むメッセージ数 (Announce message)

3. 同時刻のWithdraw計 (Withdraw length)

4. 同時刻のAnnounce(Announce length)

5. 同時刻のWithdrawを含むメッセージの割合 (Withdrawメッセージ率)(Withdraw message rate)

6. Withdrawを含むメッセージ数 (Withdraw message)

　この 6つのパラメータの正規化した値の分布から，outagelevelが上がればパラメータも上がる
傾向があるものを選ぶ．つまり，outagelevelが上がれば中央値か平均値が上がるパラメータを選ぶ．
正規化した 6つのパラメータうち，例として同時刻のAnnounce計の度数分布候補の度数分布を図 1，
その中央値と平均値を図 2に示す．但し，用いるUPDATEメッセージのデータは 2015年 4月の 1ヶ
月分で，度数分布の階級幅は 0.001である．
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図 1: 2015年 4月の同時刻Announce計の outagelevel別の度数分布
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図 2: 2015年 4月の同時刻Announce計の中央値と平均値

　図 2より，outagelevelが上がれば同時刻のAnnounce計は中央値も平均値も上がっていることか
ら，パラメータとして選ぶ．このようにして，障害規模推定に用いるパラメータを次の 4つに絞った．

1. Announceを含むメッセージ数 (Announce message)

2. 同時刻のWithdraw計 (Withdraw length)

3. 同時刻のAnnounce(Announce length)

4. Withdrawを含むメッセージ数 (Withdraw message)
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3.5. 障害規模推定の分類方法
　データ点の原点との最大の距離は 2である．従って，原点との距離を dとして，推定規模レベルを
表 4のように定める．

表 4: 推定規模レベルの設定
レベル 0 d<=1

レベル 1 1<d=2

レベル 2 2<d<=3

レベル 3 3<d<=4

4. 障害規模推定結果
　 3章の設定を踏まえ，3．4で選ばれたパラメータを用いて 2015年 4月 30日，routeviews 2の障害
規模を推定した結果を，

• Announceを含むメッセージ数 (Announce message)

• 同時刻のAnnounce(Announce length)

• Withdrawを含むメッセージ数 (Withdraw message)

　の 3軸で図 3に示す．但し 2015年 4月 30日は，障害規模推定レベル 4はなかった．
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図 3: 2015年 4月 30日の Announce message,Announce length,Withdraw messageを軸にとった障
害規模推定結果

5. 評価
　障害規模推定をした結果をDyn社の障害報告情報で評価する．図 4に 2015年 4月 30日の障害規
模推定レベルされた同時刻Announe計の時系列データを示す．
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図 4: 2015年 4月 30日の同時刻Announce計の時系列データ

　表 2に示した 2015年 4月 30日のDyn社の障害情報と図 4を見比べると，the United Statesで
障害が起きた 06:36，06:56，07:02，で障害規模推定レベルが 2や 3のデータが多数見られる．従っ
て，この障害規模推定はUnited Statesの障害において，障害を検知出来たと言える．さらに，Dyn

社の報告にはないが，20:00あたりにも障害があったと予測できる．

6. まとめ
　今回は，1つの ASについてのみで，その ASがある国の障害についてのみの検討を行ったが，他
のAS，他の国の障害についてもどのような影響が起きるのか等を検討しなければならない．また今
回は，規模推定のレベル設定を単純に距離にし，同心球上にレベルの境界を設けたが，機械学習等を
用いてより障害規模推定の精度が高まるような境界の設定方法が出来ると考える．従って今後は機械
学習を用いた検討も行うことにする．

7. 謝辞
　本研究を進めるにあたり，多くのご指導を下さった小林 香講師に心から感謝いたします．また，
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メッセージの提供元である米オレゴン大学のRoute Views Projectの参加者の方々に深く感謝いたし
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BGPメッセージを用いた迂回経路検出手法の検討

山谷　周平 小林　香
富山県立大学 工学部　情報システム工学科

概要： インターネットの需要は年々増加しており，それに伴い安定した通信がもとめられている.本研究では
迂回路の検出とマッピングを行うことで，障害発生時に重要度が高いと思われる ASを検出し、その経路変化
を 1日にわたり解析する.

1. はじめに
　近年, ベトナムと香港間を結ぶ海底ケーブル「Asia-America Gateway(AAG)」の相次ぐ切断事故
を受けて, NECは 2016年に日本からシンガポール間のアジア 11ヶ所を結ぶ大容量光海底ケーブル
「Asia Pacific Gateway（APG）」を建設した. APGにより不安定な AAGに依存せずに迂回ルート
としての働きに期待されている. 海底ケーブルの建設はこれ以外にも，日米を結ぶ「FASTER」など
があり，世界の安定した通信需要が高まっていることが分かる. しかし，海底ケーブルの事故は地震
やサメによる切断，人的な要因など様々でネットワーク障害を排除することは難しい.

　このように，事故による障害などが発生した際，ネットワークは迂回路を形成して通信を保とう
とする. この時,BGP(Border Gateway Protocol)という経路制御プロトコルが，AS(Autonomous

System)と呼ばれる一意のポリシーの下で管理運用されるネットワークを相互に接続することで通信
が行える.BGPは BGPメッセージという経路情報を AS間で送受信させることで，経路の消失や更
新を記録する. BGPは経路を自動で選択するが，経路の通信帯域が十分であるかは分からない. 通
信帯域が不十分だと，ルータの記憶する経路情報の数が大きな増減を繰り返すこととなり, パケット
の転送に支障をきたすことがある. BGPオペレータは安定した通信を保つため，BGPルータの設定
を行い通信を維持する必要がある. しかし，BGPオペレータは経路の選択を BGPに任せているた
め，障害が発生した際，通信が行われていた経路がどのような迂回路を選択しているのか把握してい
ない. そこで，迂回路を可視化し，障害が発生した際の迂回路形成パターンを把握できれば，それに
応じた BGPルータの設定が可能であると考える.

　先行研究で林 [1],田端 [2]は，AS毎の prefix数に着目して，1日を通して一定以上の変化をしてい
るASの prefix数を見ることで迂回路を検出する手法を提案した. ネットワーク障害が発生した時間
帯に，先行研究の検出方法を用いることで重要なASを特定し，そのASを含んだ経路変化を検出す
ることができる.

　本研究では，実際に障害が発生した日の通信経路を解析し，地図上にマッピングすることで経路の
変化を可視化する. また，障害が発生した際の迂回路データを蓄積することで重要な ASを発見し，
そのASの通信帯域増強などにつなげる.

2. BGP

2.1. BGP(Border Gateway Protocol)

BGPは経路制御プロトコルの一種で,AS(Autonomous System)と呼ばれる一意のポリシーの下で管理
運用されるネットワークを相互に接続する際に用いられる. 各ASにはAS番号が割り当てられ,BGP

はそれを下に個々の経路を識別する。AS番号は原則として 2バイト (16ビット)の大きさを持ち，0

から 65535までの整数で表現されている. しかし，AS番号の需要増加に伴い枯渇が予想され，2007

年 3月から 4バイト (32ビット)で表記する 4バイトASの割り当てを行っている. BGPは隣接ルー
タ間の通信に,ポート 179で TCPを使用する. 隣接ルータがお互いに TCPセッションを確立すると
「メッセージ」という形でBGP情報を交換する. 経路が確立した後は,経路情報を伝達するためにメッ
セージを定期的に交換し，お互いの持つ経路情報を保持，更新し続ける.
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2.2. BGPによる経路形成
　 BGPを実行するほとんどのネットワークは，複数のネットワークの接続している. これは，複数
の BGP隣接ルータから複数の宛先に到達できることを意味し，BGPでは様々な経路の中からベス
トルートを選択する. ベストルートに障害が発生した場合，BGPルータは到達できる宛先から最適
な経路を選択し，新たなベストルートを選択し，これが迂回路となる.

2.3. フルルート
　本研究室では BGPViewというプログラムを使用して,フルルートと呼ばれるデータを取得してい
る. フルルートは観測 ASから観測可能なすべての宛先への経路情報 (Prefix,Next Hop,MED値,継
続時間,ASpathなど)をまとめたものであり，30分毎にダンプされる.

3. 迂回路検出手法
3.1. 分析対象とする障害事例
　迂回路検出手法を評価するために，分析対象としてDyn社にイベント報告がある日のフルルートを
用いる. 今回は，2014/7/15 20:36(JST)に発生したAAG光海底ケーブルの切断事故と，2015/4/23

5:45(JST)に発生したAAG光海底ケーブルの切断事故を対象とする.

　図 1に 2014/7/15のDyn社に報告があったイベントを示す.

図 1: 20140715におけるDyn社のレポート

3.2. 迂回路の検出
　フルルートが 30分毎にダンプされるため，処理する時刻とその 30分後のフルルートで同じ prefix

かつ，ASpathが違うものをペアで抽出した. この時，迂回路が確立されたことを検出するため，抽
出する経路は継続時間が 30分以内のものとする.
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4. 評価
4.1. 2014/7/15の事故についての分析
　実際に機能していた迂回路に多く含まれていたAS-Aとその迂回路ペアであるAS-A’を含む prefix

数の時間毎の変化を図 2に示す.
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Dyn社では障害によって 20:40(JST)に 93のネットワークが消失し，21:22(JST)に 95のネット
ワークが復元したと報告されている. 20:30頃に AS-Aを含む prefix数は減少し 21:00頃，AS-A’が
増加していることから，迂回路として経路が確立したことが分かる.
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2.1. GEV

2.1.1.

GEV . , ( ) {Xn ∈ R :=

(−∞,∞);n = 1, 2, . . . } F . , Mn (n = 1, 2, . . . )

.

Mn = max{Xi; i = 1, 2, . . . , n}. (1)

, n , Mn . Mn

, .

1 (Fisher-Tippett ) cn > 0, dn ∈ R , G ,

lim
n→∞

Pr

(
Mn − dn

cn
≤ z

)
= G(z), z ∈ R,

, G

G(z) = e−(1+ξz)−1/ξ

=: Gξ(z), z ∈ R.

, 1 + ξz > 0 . , F , F ∈ D(Gξ)

.

, n ,

Pr(Mn ≤ z) ≈ Gξ

(
z − dn
cn

)
, z ∈ R, (2)

. , (2) cn, dn σ, µ Gξ((z−µ)/σ)

, GEV(µ, σ, ξ) .

GEV(µ, σ, ξ) = exp

{
−

(
1 + ξ

z − µ

σ

)− 1

ξ

}
, z ∈ R. (3)

2.1.2.

Gξ , (1) n .

, n Mn

. , n .

, n , Gξ (µ, σ, ξ)

, . Bias-Variance

.

Bias-Variance , n , ,

L(n) n .

L(n) =
1

m

m∑

i=1

log gξ,n(zi). (4)

, m , gξ,n n Gξ,n

. ,

gξ,n(z) =
∂

∂z
Gξ,n(z).

.
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, L(n) . n

Gξ , gξ . Gξ,n Gξ

, Kullback-Leibler ( K-L ) .

I(gξ(z); gξ,n(z)) = EG
ξ

[
log

gξ(Z)

gξ,n(Z)

]

= EG
ξ
[log gξ(Z)]− EG

ξ
[log gξ,n(Z)] . (5)

, EG
ξ
[ · ] Gξ . (5)

EG
ξ
[log gξ,n(Z)] =

∫
log gξ,n(z)dGξ(z), (6)

, .

(5) , Gξ,n Gξ , I(gn(z); gξ,n(z)) . (5)

, , .

, Gξ , (6) .

, , , (4)

. , L(n) n ,

Gξ,n , K-L , Gξ

.

2.2. GP

GP . GEV ,

. , . , GP

, , . ,

, .

, GP .

2.2.1.

2.1.1 GEV , {Xn;n = 1, 2, . . . } F

. , u ( , ) Fu

,

Fu(y) = Pr(X − u ≤ y | X > u), y ≥ 0, (7)

. Fu , .

2 ([4, 2.4.1]) (i), (ii) .

(i) F . , F ∈ D(Gξ) .

(ii) a : R→ (0,∞) , .

lim
n↑xF

sup
0<y<xF−u

|Fu(y)−Hξ(y/a(u))| = 0.

, xF = sup{x ∈ R : F (x) < 1} , Hξ(x) ,

.

Hξ(x) = 1− (1 + ξx)
−1/ξ
+ .

, (z)+ := max{z, 0} .

, F Gξ , u

Hξ(y/a(u)) . , a(u) σ

Hξ(y/σ) , GP(σ, ξ) .

GP(σ, ξ) = Hξ(y/σ) = 1−
(
1 + ξ

y

σ

)−1/ξ
+

. (8)
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2.2.2.

GEV , GP u

. , . [4]

.

, u y[1], y[2], . . . , y[nu] . , u

{y[i] − u}nu

i=1 , GP(σ, ξ) σ̂

ξ̂ . u , (u, σ̂∗) (u, ξ̂) . , σ̂∗ = σ̂ − ξ̂u

. , σ̂∗ ξ̂

, .

Ĥξ ,

.

{(
Ĥξ(y(i)),

i

nu + 1

)
: i = 1, . . . , nu

}
,

,

{(
Ĥ−1

ξ

(
i

nu + 1

)
+ u, y(i) + u

)
: i = 1, . . . , nu

}
,

. ,

Ĥ−1
ξ

(
i

nu + 1

)
=

σ̂

ξ̂

[(
nu + 1− i

nu + 1

)−ξ̂
− 1

]
,

. 2 , GP

.

3.

, , ,

. , ,

, . ,

TSP ,

.

3.1.

, . ,

. ,

. , −1 ,

.

, . ,

, GEV GP ,

. ,

, ,

. GEV ,

, GP .

, n (n = 1, 2, . . . )

Yn , {Yn;n = 1, 2, . . . } . , {Yn}

, N , N

. , k (k = 1, 2, . . . ) {Y(k−1)N+1, Y(k−1)N+2, . . . , YkN}

Zk , . , {Zk; k = 1, 2, . . . } ,

G .
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, , ẑ . ,

1 TB . , T R .

T =
TB

1−G(ẑ)
, (9)

R =

∫ ∞

ẑ

z − ẑ

|ẑ|

dG(z)

1−G(ẑ)

=
1

|ẑ|

∫∞
ẑ {1−G(z)}dz

1−G(ẑ)
. (10)

, T ẑ . , R

1 .

, T R . ,

r , .

r =
R

T
=

∫∞
ẑ {1−Gξ(z)}dz

|ẑ|T
. (11)

ẑ , r

. , r ,

.

GEV , GP , {Yn}

u , Hu . , Gξ 1

, Hu u ,

. , (11)

, Gξ(z) Hu(z − u) . , n nu

, n/nu , TB 1

n/nu .

3.2. TSP

, ,

, TSP . ,

, , .

, 2-opt ,

. TSP , −1

, . , {Yn;n = 1, 2, . . . }

GEV(µ, σ, ξ) µ, σ, ξ, GP(σ, ξ) σ, ξ

,{Yn} . , Swed [3] ,

{Yn} . , .
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既約で Lumpableなマルコフ連鎖の上界の改善

群馬大学大学院　電子情報数理教育プログラム 石川 真也
群馬大学大学院　理工学府電子情報部門　　　 河西 憲一

Abstract 本論文では，大きな状態空間上の離散時間マルコフ連鎖において，増大した状態空間を縮小するアルゴ
リズムについて考え，より緊密かつ既約な上界を与えるマルコフ連鎖を構成する方法について提案する．文献 [1]
では，性能指標の上界を求める方法として，マルコフ連鎖に確率的な順序関係を定めて，さらに増大した状態空間
のサイズを減少させるアルゴリズムが提案されている．同アルゴリズムは，元のマルコフ連鎖が既約であれば，上
界を与えるマルコフ連鎖も既約になるように設計されている．しかしながら，このアルゴリズムが導入する既約
性を保証する手法では，必ずしも緊密な上界を与えるとは限らない．本論文ではこの課題を指摘し，その原因を考
察していくとともに，解決策を提案する．待ち行列モデルなどのマルコフ連鎖に対して数値実験をし，本論文で提
案する既約性を保ちつつより緊密な上界を得るための手法について検証していく．

1. はじめに
サービスシステムの性能を解析する目的で，マルコフ連鎖による待ち行列モデルが用いられる．現実的なモデル
化のためにパラメータを細かく設定するとマルコフ連鎖の状態空間が増大し，計算にかなりのコストを費やすこ
とになってしまう．マルコフ連鎖の定常分布からシステムの性能評価指標を計算するが，実際上は厳密な計算結
果に必ずしも拘泥する必要はなく，性能評価指標の上界でも十分に有用な情報となり得る．性能指標の上界を求
める方法として，マルコフ連鎖に順序関係を定めて評価する方法がある．文献 [1]での上界の求め方は，マルコフ
連鎖の確率的な順序関係に基づいたアルゴリズム的な手法である．このアルゴリズムは Vincentのアルゴリズム
[2]を拡張させたものであり，アルゴリズムに入力として与える元のマルコフ連鎖が既約であるならば，出力とし
て得られるマルコフ連鎖も既約であることが保証される．よって，得られたマルコフ連鎖の既約性を検証する必
要がないため非常に有用である．
Vincentのアルゴリズムを拡張したアルゴリズムが既約性を保証する状態空間は，元のマルコフ連鎖の状態空間
を意味する．文献 [1]ではこの評価方法に加えて，さらに元の状態空間のサイズを減少させるアルゴリズムが提案
されている．このアルゴリズムは元のマルコフ連鎖が既約でありかつある条件を満たすならば，既約性を保証した
サイズの小さいマルコフ連鎖を与える点に特徴があり，大きな状態空間をもつマルコフ連鎖の場合に有効である．
既約性を保証するために，これらのアルゴリズムではある操作を行うことで既約性を保証している．しかしそ
の操作を行うことで，過大な上界を与えてしまう可能性があることが否定できない．本論文では文献 [1]で提案さ
れているアルゴリズムの既約性を保証するための手法に焦点を当て，より緊密な上界を求めるための方法を検討
していく．2章では，文献 [1]のアルゴリズムについて述べ，3章ではその課題を指摘していく．その課題の解決
方法を 4章で述べ，5章では実際のモデルを使うことで，数値計算を行い，本論文で提案するアルゴリズムの有用
性について述べていく．

2. 確率的上界のアルゴリズム
まず，本論文を進めるにあたって離散時間マルコフ連鎖における確率的な順序付けについての必要な定義，関連す
る記号を記載する．
2.1. マルコフ連鎖の比較
以下の定義式にしたがって，マルコフ連鎖の順序関係を定める．有限状態空間 S 上の離散時間マルコフ連鎖を
考える．状態空間 S 上には全順序が定義されているとする．以下，特に断らないかぎり，N を正の整数として，
S = {1, 2, . . . , N}とする．

定義 1 状態空間 S 上に値をとる確率変数 X と Y について，任意の増加関数 f : S → Rに対して，E[f(X)] ≤
E[f(Y )]であるならば，またそのときに限り，Y は X より確率順序の意味で大きいといい，X ⪯st Y と書く．

注意 1 確率変数X と Y の確率関数をそれぞれ p : S → Rと q : S → Rとする．X ⪯st Y であることと，任意の
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i ∈ S について
∑N

j=i p[j] ≤
∑N

j=i q[j]であることは同値である．ただし，p[j] = Pr{X = j}, q[j] = Pr{Y = j}
である．確率関数 pは，j 番目の成分が p[j]である確率ベクトル pと同一視してもよい．よって，X ⪯st Y であ
ることを p ⪯st q と記述することもある．

定義 2 P と Qを状態空間 S 上の離散時間マルコフ連鎖の推移確率行列とする．P の i行目を P [i, ∗]，Qの i行
目を Q[i, ∗]とする．任意の i ∈ S について，P [i, ∗] ⪯st Q[i, ∗]が成立するならば，Qは確率順序の意味で P より
も大きいといい，P ⪯st Qと書く．（比較可能性）

マルコフ連鎖をサンプルパス毎に比較するために，推移を進めても確率順序が保存される性質を導入する．

定義 3 P を確率行列とする．全ての u ⪯st v となる確率ベクトル u, v に対して，

uP ⪯st vP,

が成立するとき，P は確率順序の意味で単調であるという．

注意 2 確率行列 P が単調であるならば，任意の i < N に対して，P [i, ∗] ⪯st P [i+ 1, ∗]が成立することが知ら
れている．

これらの定義はマルコフ連鎖の順序付けを可能とするためのものである．これらの不等式を使いマルコフ連鎖の
上界を考えていく．

2.2. 確率的な上界を求めるアルゴリズム
文献 [1]では離散時間マルコフ連鎖の推移確率行列の上界を求めるアルゴリズムが記述されている．本節ではその
アルゴリズムについて述べる．初めに，記述を簡単にするために以下の関数を導入する．

定義 4 正方行列の集合をM とする．状態空間 S 上のマルコフ連鎖が定める推移確率行列 P ∈ M に対して，
MからMへの関数 c : M → Mを，

c(P )[i, j] =

N∑

k=j

P [i, k], ∀i, j ∈ S

で定義する．
関数 cの逆関数 c−1 を次のように定義する．

定義 5 M ∈ Mに対して，

c−1(M)[m,n] =

{
M [m,N ], n = N,

M [m,n]−M [m,n+ 1], n = 1, 2, . . . , N − 1.

注意 3 確率行列の各行の確率ベクトルに対して，関数 cは確率ベクトルの累積補分布を求める演算となる．同様
に，累積補分布を行の要素とする行列に対して，c−1 は確率行列を与える．

A,B ∈ Mに対して，B −Aが非負行列，すなわち全ての要素が非負である行列であるとき，A ≤ B と書くこ
とにすれば，P と Qを確率行列とするとき，P ⪯st Qであることと，c(P ) ≤ c(Q)であることは同値である．次
の定理が成立する [4]．

定理 1 P と Rを推移確率行列とする離散時間マルコフ連鎖を {Xn;n ≥ 0}と {Yn;n ≥ 0}とする．次の条件
1) X0 ⪯st Y0

2) P か Rのうち少なくとも一つは単調
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3) c(P ) ≤ c(R)

が成立するならば，すべての n ≥ 0について，Xn ⪯st Yn である．

定理 1により，必ずしも単調とはいえない確率行列 P に対して，その上界を与える確率行列 Rは次の不等式を満
たす必要があることがわかる．

{
c(R1,j) ≥ c(P1,j) ∀j ∈ S，
c(Ri+1,j) ≥ c(Ri,j) ∨ c(Pi+1,j) ∀i, j ∈ S. (1)

ただし，a ∨ b = max(a, b)とする．ここで得られた c(R)に定義 5の逆関数 c−1 を使用することで，確率行列の
P に対する確率的な上界 R を設計することができる．最も緊密な上界を得るためには，(1)式で等式が成り立つ
Rを求めれば良い．これは Vincentのアルゴリズムとして知られている [2]．しかし，Vincentのアルゴリズムで
は P から Rを計算した時に P では正であった行列の要素が Rでは 0になってしまう可能性があることが指摘さ
れている．このため，Vincentのアルゴリズムは既約な P に対して，必ずしも既約な Rを出力するとは限らない
ことになる．そのため文献 [1]では既約性という部分に着目し，確率行列 P の条件に既約性を加え，導出される確
率行列 Rでも既約性を保持するアルゴリズムを提案している．そのアルゴリズムを IMSUBとし，Algorithm 1

に示す．

Algorithm 1 IMSUB

1: for l = 1, 2, . . . , n do

2: r1,l = p1,l

3: end for

4: for i = 2, 3, . . . , n do

5: ri,n = ri−1,n ∨ pi,n
6: end for

7: for l = n− 1, n− 2, . . . , 1 do

8: for i = 2, 3, . . . , n do

9: c(ri,l) = c(ri−1,l) ∨ c(pi,l)
10: if (c(ri,l) = c(ri,l+1)) and (c(ri,l+1) < 1) and ((c(pi,l) > c(pi,l+1) or (i = l + 1)) then

11: c(ri,l) = ϵ× (1− c(ri,l+1)) + c(ri,l+1)

12: end if

13: end for

14: end for

アルゴリズム IMSUBでは式 (1)に加えて 10行目に条件式を追加している．この条件が満たされる場合，既約性
を保証するため，11行目に示したように任意の正数 ϵを導入して修正する．アルゴリズム IMSUBでは次の性質
が成立することが文献 [1]で示されている．
命題 1（文献 [1]の Theorem 2） P を既約な確率行列とする．P [1, 1] > 0で，行列 P の下三角行列の各行に少
なくとも 1つの正の要素が含まれているならば，またその時に限りアルゴリズム IMSUBによって計算された行
列 Rは既約である．
2.3. Lumpableな上界を求めるアルゴリズム
この節ではアルゴリズム IMSUBが出力する上界を与える確率行列が Lumpableと呼ばれる性質をも有する場合
について触れる．以下では，確率行列が Lumpableであるという性質を定義する．

定義 6 S = S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ SK かつ Si ∩ Sj = ∅, i ̸= j とする．このとき，AK = {S1,S2, . . . ,SK}を S の分割
と呼ぶ．さらに，Si をマクロ状態 iと呼ぶ．

定義 7 P を確率行列とする．任意の Si,Sj ∈ AK に対して，
∑

k∈Sj

P [m, k] =
∑

k∈Sj

P [n, k], ∀m,n ∈ Si
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が成立するとき，P は分割 AK について Lumpableであるという．

既約であり，かつ定義 7で示した Lumbableな確率行列で，確率的な上界を与えるアルゴリズムを Algorithm 2

に示す．そのアルゴリズムを LIMSUBと呼ぶことにする [1].

Algorithm 2 LIMSUB

1: for k = K,K − 1, . . . , 1 do

2: for l = e(k), . . . , b(k) do

3: for i = 1, 2, . . . , n do

4: c(ri,l) = c(ri−1,l) ∨ c(pi,l)
5: if (c(ri,l) = c(ri,l+1)) and (c(ri,l+1) < 1) and ((c(pi,l) > c(pi,l+1) or (i = l + 1)) then

6: c(ri,l) = ϵ× (1− c(ri,l+1)) + c(ri,l+1)

7: end if

8: end for

9: for y = 1, 2, . . . ,K do

10: tmp =
∑e(k)

j=b(k) re(y),j

11: for i = b(y), . . . , e(y)− 1 do

12: c(ri,b(k)) = tmp−
∑e(k)

j=b(k)+1 ri,j + c(ri,b(k)+1)

13: end for

14: end for

15: end for

16: end for

ただし，b(k) = min{s | s ∈ S}であり，e(k) = max{s | s ∈ S}である．アルゴリズム LIMSUBでは次の性質が
成立することが文献 [1]で示されている．

命題 2（文献 [1]の Theorem 3） P を既約な確率行列とし，分割 AK を AK = {S1,S2, . . . ,SK} とする．
P [1, 1] ̸= 0であり，部分空間 S1 に対応するブロック行列 P1,1 の下三角行列の各行に少なくとも 1つの正の要素
が含まれ，且つ全ての状態 iに対して，i ∈ Sx と j ∈ Sy と y < xとなるような状態 j への遷移が存在する場合，
アルゴリズム LIMSUBは分割 AK に応じた Lumpableな既約確率行列の上界を計算する．

例 1 以下の２つの行列は P が元の確率行列，R がアルゴリズム LIMSUBを使用した結果得られる確率行列で
ある．ただし，分割を A2 = {{1, 2}, {3, 4, 5}}とする．

P =




0.1 0.4 0.1 0.2 0.2
0.1 0.2 0.1 0.4 0.2
0.1 0.2 0.1 0.4 0.2
0.1 0.1 0.1 0.2 0.5
0 0.1 0.2 0.2 0.5


 , R =




0.1 0.2 0.3 0.2 0.2
0.1 0.2 0.1 0.4 0.2
0.1 0 0.3 0.4 0.2
0.1 0 0.2 0.2 0.5
0 0.1 0.2 0.2 0.5


 .

行列 R は分割 A2 = {{1, 2}, {3, 4, 5}} に対して定義 7 を満たすので Lumpable である．さらに，R は既約であ
り，確率順序の意味で P の上界を与えることがわかる．

3. アルゴリズム IMSUBと LIMSUBの関数定義とその課題
本章ではアルゴリズム IMSUB と LIMSUB を表現する関数を定義し，そのアルゴリズムの課題について検討
する．
3.1. アルゴリズムの関数定義
ここで， 2章のアルゴリズムを定義するため，２つの関数を定義する．ここでは確率行列 P に対して累積確率行
列 Qを Q = c(P )とする．また，分割 AK を AK = {S1,S2, . . . ,SK}とする．
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定義 8 関数 ℓSx を,

1. m ∈ Si, i = 1, . . . ,K, n = b(x)の場合

ℓSx(Q)[m,n] = max{Q[k, b(x)] | k ∈ Si},

2. その他の場合

ℓSx(Q)[m,n] = Q[m,n]．

定義 9 関数 vSp を
(Ⅰ) p = K のとき，

vSp(Q)[i, j] = vSp(Q)[i− 1, j] ∨Q[i, j], i = 1, . . . , n, j = e(K), . . . , b(K),

(Ⅱ) p = K − 1, . . . , 1のとき，
1. 条件 1の場合

vSp(Q)[i, j] = ϵ(1− (ℓSp+1 ◦ vSp+1)(Q)[i, e(p) + 1]) + (ℓSp+1 ◦ vSp+1)(Q)[i, e(p) + 1], i = 1, . . . , n,

2. 条件 2の場合

vSp(Q)[i, j] = ϵ(1− vSp(Q)[i, j + 1]) + vSp(Q)[i, j + 1], i = 1, . . . , n, j = e(p)− 1, . . . , b(p),

3. その他の場合

vSp(Q)[i, j] = vSp(Q)[i− 1, j] ∨Q[i, j], i = 1, . . . , n, j = e(p), . . . , b(p),

で定める．ただし，vSp(S)[0, j] = 0であり，ϵは任意の正数とする．条件 1と条件 2は

条件 1 : ({vSp(Q)[i− 1, e(p)] ∨Q[i, e(p)]} ≤ (ℓSp+1 ◦ vSp+1)(Q)[i, e(p) + 1] < 1) and

((P [i, e(p)] > 0) or (i = j + 1)), i = 1, . . . , n,

条件 2 : ((vSp(Q)[i− 1, j] ∨Q[i, j]) ≤ vSp(Q)[i, j + 1] < 1) and ((P [i, j] > 0) or (i = j + 1)),

i = 1, . . . , n, j = e(p)− 1, . . . , b(p),

である．
3.2. アルゴリズム LIMSUBの課題
分割 AK と命題 2の条件を満たす既約な確率行列 P に対し，Qf = ℓS1 ◦ vS1 ◦ · · · ◦ ℓSK

◦ vSK
(Q)によって累積

確率行列 Qf を求める．このとき，Qf に対応する確率行列 Pf = c−1(Qf )が，アルゴリズム LIMSUBが出力す
る確率順序の意味で上界を与える Lumpableな既約確率行列である．関数 vSp での条件 1と条件 2がアルゴリズ
ム LIMSUBの 5行目に書かれている条件であり，アルゴリズム IMSUBの 10行目の条件と同じである．このア
ルゴリズムは，上界を保証するための制約式 (1)を維持し，かつ Lumpabilityを保証するため分割 AK で定まる
各ブロックの行和が等しくなるように調整しつつ，既約性を保証するために，
操作 1: 元々正の確率を有する要素は非零とする
操作 2: 下側の副対角要素を非零とする

方針のもとに設計されている．操作 1と操作 2を実現するために，このアルゴリズムでは条件式内で任意の正数 ϵ

を導入している．しかしながら，文献 [1]では具体的な ϵの値については何も言及していなく，大きな ϵを与えて
しまうと，より大きな上界が出てしまい適切でないことがある．以下の例を見てみる．
例 2 P を次の確率行列とする．

P =




0.1 0.3 0.1 0.1 0.2 0.2
0.1 0.2 0.0 0.2 0.2 0.3
0.2 0.5 0.1 0.1 0.1 0.0
0.1 0.0 0.1 0.2 0.4 0.2
0.0 0.1 0.1 0.4 0.1 0.3
0.1 0.0 0.1 0.1 0.2 0.5



．
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ただし，分割を A3 = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}とする．L1f と L2f をそれぞれ ϵの値が ϵ = 0.2と ϵ = 0.6である
ときに，アルゴリズム LIMSUBが出力する確率行列を縮約した行列とする．このとき L1f と L2f は以下のよう
になる．

L1f =

(
0.3 0.2 0.5
0.1 0.3 0.6
0.1 0.2 0.7

)
， L2f =

(
0.08 0.42 0.5
0.08 0.32 0.6
0.08 0.22 0.7

)
．

これを見ると L1f ⪯st L2f が確認できる．以下ではどのような ϵの値を選択すべきかについて考察する．

4. ϵの上限について
4.1. 過度な上界が出力される原因
任意の正数 ϵによって，得られる確率行列の上界が過度になる原因は 2つある．
原因 1. アルゴリズム LIMSUBでは前述の通り vSi，ℓSi と分割 Si 列群部を求めた後 vSi−1 . . .という順序で

求めている．これにより元の行列よりも，Si 列群の要素が大きく変わることがある．すると，vSi−1
の

列 e(i− 1)の計算で条件 1を満たす可能性が高くなる．
原因 2. 与えられた正数 ϵの値が大きいほど，条件の不等式内にある max関数で採用される値がより大きくな

るため確率順序の意味で大きな行列が出力される．
正数 ϵは確率行列の既約性を保つために用いられているが，それは任意の値である．仮に ϵを大きい値にしてしま
うと，過度な上界がでてしまう可能性がある．そこで，ϵをどの値にすれば最も適切か，原因 2を適用しないため
の条件をより詳しく考えてみる．
4.2. ϵの上限
関数 vSp において，ϵを使用するのは条件 1あるいは条件 2が成立するときである．アルゴリズム LIMSUBに従
い，マクロ状態 p+ 1（すなわち Sp+1）まで処理されているものと仮定し，行列 Rを次のように定める．

R = ℓSp+1 ◦ vSp+1 ◦ · · · ◦ ℓSK ◦ vSK (Q). (2)

補題 1 i = N の時に条件 2に当てはまることはない．
証明 まず，i = N のとき vSp(R)[N, j + 1]の値は

vSp(Q)[N, j + 1] = max{Q[i, j + 1]|1 ≤ i ≤ N}

仮に max値をとる行をmと置くと，累積確率行列であることから以下のことが言える．

Q[m, j + 1] ≤ Q[m, j]

また，関数 v の定義により，以下のことが言える．

vSp(Q)[1, j] ≤ vSp(Q)[2, j] ≤ . . . ≤ vSp(Q)[N, j].

ここから以下のことが言える．
vSp(Q)[m, j] ≤ vSp(Q)[N − 1, j].

故に
vSp(Q)[N, j + 1] ≤ vSp(Q)[N − 1, j].

よって，i = N の時に ϵを使用する条件 2に当てはまることはないと言える． 2

以下では i ̸= N と j ∈ Sp, p ̸= K に対して，条件 2を vSp(Q)[i, j]が満たしているとする．vSp(Q)[i, j]が条件
2を満たすので，vSp(R)[i, j]は

vSp(R)[i, j] = vSp(R)[i, j + 1] + ϵ(1− vSp(R)[i, j + 1]). (3)

ここで，vSp(R)[i+ 1, j]を考える.仮定より，条件 1と条件 2に当てはまることはないため，

vSp(R)[i+ 1, j] = vSp(R)[i, j] ∨R[i+ 1, j].

以下，2つの場合に分けて考える．
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• ケース 1: vSp(R)[i, j + 1] > R[i+ 1, j]の場合
このとき，vSp

(R)[i, j] > R[i+ 1, j]であるので，vSp
(R)[i+ 1, j] = vSp

(R)[i, j]である．よって，式 (4)の右
辺第 2項の分だけ最小となる上界よりも大きくなり，かつ vSp(R)[i+ 1, j]にも伝搬する．

• ケース 2：vSp(R)[i, j + 1] ≤ R[i+ 1, j]の場合
このとき，vSp(R)[i+ 1, j] = R[i+ 1, j]が成立する，すなわち i行目で選択した ϵが i+ 1行目に影響を与えな
いためには，vSp(R)[i, j] ≤ R[i+ 1, j]を満たす ϵを選ぶ必要がある．j ̸= e(p), i ̸= N としたとき，この不等式
から ϵ× (1− vSp(R)[i, j + 1]) + vSp(R)[i, j + 1] < R[i+ 1, j]であるので

ϵ <
R[i+ 1, j]− vSp(R)[i, j + 1]

1− vSp(R)[i, j + 1]
=
Q[i+ 1, j]− vSp(R)[i, j + 1]

1− vSp(R)[i, j + 1]
= 1−

1−Q[i+ 1, j]

1− vSp(R)[i, j + 1]
, (4)

と評価できる．ただし，関数処理が施されてないため R[i+ 1, j] = Q[i+ 1, j]であることに注意する．

また，条件 1が成り立つ時も，同様に考えることが可能である．ここで，R′ を次のように定める．

R′ = ℓSp+2 ◦ vSp+2 ◦ · · · ◦ ℓSK
◦ vSK

(Q).

このとき，j = e(p), i ̸= N に対して，(ℓSp+1 ◦ vSp+1)(R
′)[i, j + 1] ≥ R′[i+ 1, j]となってれば上記ケース 1に該

当し，(ℓSp+1 ◦ vSp+1)(R
′)[i, j + 1] ≤ R′[i+ 1, j]となっていればケース 2に該当する．ケース 2の時は，上と同

様の考え方で ϵの上限を定めることができ，その上限は

ϵ ≤ 1−
1−Q[i+ 1, j]

1− (ℓSp+1 ◦ vSp+1)(R
′)[i, j + 1]

,

と計算できる．
文献 [1] のアルゴリズムにおける ϵ は任意の正数であるが，行列の要素すべてに対して一様に定める必要はな
く，要素ごとに異なっていても良い．そこで，i行 j 列における ϵを ϵi,j とすると，ϵi,j の上限を次のようにまと
めることができる．
(i) j ̸= e(p), vSp(R)[i, j + 1] ≤ Q[i+ 1, j]の場合

ϵi,j ≤ 1−
1−Q[i+ 1, j]

1− vSp
(R)[i, j + 1]

. (5)

(ii) j = e(p), (ℓSp+1 ◦ vSp+1)(R
′)[i, j + 1] ≤ Q[i+ 1, j]の場合

ϵi,j ≤ 1−
1−Q[i+ 1, j]

1− (ℓSp+1 ◦ vSp+1)(R
′)[i, j + 1]

. (6)

4.3. 既約性の条件の緩和
アルゴリズム LIMSUBにおいて，ケース 2が必ず成立するならば，行列の既約性を保証するために修正が必要な
要素に導入する ϵ の値が，他の要素に伝搬することなく，Lumpable なマルコフ連鎖を得ることができる．しか
し，ケース１があり得るため，既約性を保つために導入する ϵの値が他の要素に影響を及ぼす可能性がある．アル
ゴリズム LIMSUBが出力する行列は既約でありかつ Lumpableである．さらに，Lumpableな行列の状態空間を
縮約して得られる行列も既約である．ここで Lumpableな行列を得る目的が状態空間の縮約にあるとするならば，
縮約しない元の状態空間での既約性は必ずしも求められるものではなく，縮約した状態空間での既約性を保証す
ることで十分である．そこで，「状態空間を縮約した行列に対してのみ既約性を保証する」ことを求める性質とし
アルゴリズム LIMSUBにおける操作 2を次のように変更する．
操作 2’: 縮約した行列の下側の副対角要素を非零とする．

このように変更することで，アルゴリズム LIMSUBが要求する条件が緩和される．操作 2’を実現する方法を，以
下では例に基づいて考察する．
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例 3 分割 A3 = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}に対して確率行列 P を次のようにする．

P =




p1,1 p1,2 p1,3 p1,4 p1,5 p1,6
p2,1 p2,2 p2,3 p2,4 p2,5 p2,6
p3,1 p3,2 p3,3 p3,4 p3,5 p3,6
p4,1 p4,2 p4,3 p4,4 p4,5 p4,6
p5,1 p5,2 p5,3 p5,4 p5,5 p5,6
p6,1 p6,2 p6,3 p6,4 p6,5 p6,6



．

ここで，行列内の線は分割を示しているものとする．このとき，縮約した行列の下側の副対角要素を決めるブロッ
ク行列は，次の 2つの行列 P2,1 と P3,2 である．

P2,1 =

(
p3,1 p3,2
p4,1 p4,2

)
， P3,2 =

(
p5,3 p5,4
p6,3 p6,4

)
.

アルゴリズム LIMSUBでは，Lumpableな行列を作成するため，定義 7を満たさなければならない．したがって，
例えば p5,3 + p5,4 の値は p6,3 + p6,4 に等しくなる．縮約した状態空間での既約性を保証するためには，元の状態
空間の副対角要素を非零とする条件の代わりに，これらのどちらかの値を非零とする条件が考えられる．よって，
縮約した状態空間での既約性を保つためには，p6,3 + p6,4 = 0となる場合に正の数 ϵを導入して修正すれば良い．
以上の考察を一般化し，定義 9を次のように修正し，定義 10とする．
定義 10 関数 vSp を以下のように定める．
(Ⅰ) p = K のとき，

vSp(Q)[i, j] = vSp(Q)[i− 1, j] ∨Q[i, j], i = 1, . . . , n, j = e(K), . . . , b(K),

(Ⅱ) p = K − 1, . . . , 1のとき，
1. 条件 1’の場合

vSp(Q)[i, j] = (ℓSp+1 ◦ vSp+1)(Q)[i, e(p) + 1], i = 1, . . . , n,

2. 条件 2’の場合

vSp(Q)[i, j] = vSp(Q)[i, j + 1], i = 1, . . . , n, j = e(p− 1), . . . , b(p),

3. 条件 3の場合

vSp(Q)[i, j] = ϵ(1− (ℓSp+1 ◦ vSp+1)(Q)[i, e(p) + 1]) + (ℓSp+1 ◦ vSp+1)(Q)[i, e(p) + 1], i = 1, . . . , n,

4. 条件 4の場合

vSp(Q)[i, j] = ϵ(1− vSp(Q)[i, j + 1]) + vSp(Q)[i, j + 1], i = 1, . . . , n, j = e(p− 1), . . . , b(p),

5. その他の場合

vSp(Q)[i, j] = vSp(Q)[i− 1, j] ∨Q[i, j], i = 1, . . . , n, j = e(p), . . . , b(p),

ただし，条件 1’，条件 2’，条件 3，条件 4は以下のようにする．
条件 1’: ({vSp(Q)[i− 1, e(p)] ∨Q[i, e(p)]} ≤ (ℓSp+1 ◦ vSp+1)(Q)[i, e(p) + 1] < 1) and

(P [i, e(p)] > 0), i = 1, . . . , n,

条件 2’: ((vSp(Q)[i− 1, j] ∨Q[i, j]) ≤ vSp(Q)[i, j + 1] < 1) and

(P [i, j] > 0), i = 1, . . . , n, j = e(p)−1, . . . , b(p),

条件 3: ({vSp(Q)[i− 1, e(p)] ∨Q[i, e(p)]} ≤ (ℓSp+1 ◦ vSp+1)(Q)[i, e(p+ 1)] < 1) and

(P [i, e(p)] > 0) and

(
1−

1−Q[i+ 1, j]

1− (ℓSp+1 ◦ vSp+1)(R
′)[i, j + 1]

< 0

)
and i = e(p+ 1), i = 1, . . . , n,
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条件 4: ((vSp(Q)[i− 1, j] ∨Q[i, j]) ≤ vSp(Q)[i, j + 1] < 1) and (P [i, j] > 0) and(
1−

1−Q[i+ 1, j]

1− vSp(R)[i, j + 1]
< 0

)
and i = e(p+1), i = 1, . . . , n, j = e(p−1), . . . , b(p).

条件 3と条件 4の場合，ϵに正数を与える．また，条件 1’と条件 2’の場合は ϵ = 0として計算をする．以上の考
察に基づいて，修正したアルゴリズムを LIMSUB改とし，Algorithm 3に示す．

Algorithm 3 LIMSUB改
1: for k = K,K − 1, . . . , 1 do

2: for l = e(k), . . . , b(k) do

3: for i = 1, 2, . . . , n do

4: c(ri,l) = c(ri−1,l) ∨ c(pi,l)
5: if (c(ri,l) = c(ri,l+1)) and (c(ri,l+1) < 1) and (c(pi,l) > c(pi,l+1)) and

(
c(ri+1,l)−c(ri,l+1)

1−c(ri,l+1)
) and (l < b(K)) and (m = e(k+1)) then

6: c(ri,l) = ϵ× (1− c(ri,l+1)) + c(ri,l+1)

7: else if (c(ri,l) = c(ri,l+1)) and (c(ri,l+1) < 1) and (c(pi,l) > c(pi,l+1)) then

8: c(ri,l) = c(ri,l+1)

9: end if

10: end for

11: for y = 1, 2, . . . ,K do

12: tmp =
∑e(k)

j=b(k) re(y),j

13: for i = b(y), . . . , e(y)− 1 do

14: c(ri,b(k)) = tmp−
∑e(k)

j=b(k)+1 ri,j + c(ri,b(k)+1)

15: end for

16: end for

17: end for

18: end for

元の LIMSUBに比べて LIMSUB改の方が，副対角要素の数が減り，既約性を保証するために導入する ϵを使
う回数が減る．そのため，より緊密な上界を得られることが期待できる．

5. 実際のモデルを使った数値例
5.1. 待ち行列モデルの例 [3]

提案したアルゴリズムを検証するために，次の待ち行列システムをモデル化したマルコフ連鎖を考える．単一の
サーバと有限容量 B をもつバッファからなる待ち行列システムを考える．優先度の異なる 2種類のパケットが到
着すると仮定する．簡単のため，パケットのサイズは種類に関係なく全て同一であり一定であるとする．バッファ
が全て占有されているときに優先度の低いパケットが到着したら損失される．優先度の高いパケットが到着した
場合，もしバッファ内に優先度の低いパケットがあるならば，優先度の高いパケットは優先度の低いパケットを押
し出してバッファを占有するが (PushOut)，優先度の低いパケットがなければ，優先度の高いパケットは損失さ
れる．サービスを受ける順番は，常に優先度の低いパケットが優先度の高いパケットよりも先に受けるようにス
ケジューリングする (Head Of Line)．
1 つのパケットがサービスを受けている間に，パケットは集団で到着すると仮定する．簡単のため，集団のサ
イズが 0 の確率を p とし，1 の確率を q とし，2 の確率を r とし，p + q + r = 1 とする．到着したパケットが
優先度の低いパケットである確率を a とし，優先度の高いパケットである確率を b = 1 − a とする．n 番目の
サービスを完了した直後のバッファに存在するパケット数を Tn とし，同じように優先度の高いパケット数を
Hn とすると，{(Tn,Hn);n ≥ 0} は，状態空間 S が S = {(0, 0), (1, 0), (1, 1), . . . , (B, 0), . . . , (B,B)} となるマ
ルコフ連鎖である．バッファのサイズが B であるならば，状態の数は (B + 1)(B + 2)/2となる．状態空間 S を
S = S0 ∪ S1 ∪ · · · ∪ SB のように分割する．ここで， Sk = {(t, h) ∈ S | t = k}, k = 0, 1, . . . , B である．
例 4 B = 4の場合で p = 0.3, q = 0.5, r = 0.2とし，a = 0.3, b = 0.7とする．分割を A5 = {S0,S1, . . . ,S4}と
してアルゴリズムを実行する．アルゴリズム LIMSUBの結果を L1m とし，アルゴリズム LIMSUBに，式 (5)と
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式 (6)の条件を加えた結果 [5]を L2m とし，アルゴリズム LIMSUB改の結果を L3m とする．ただし，いずれの
アルゴリズムにおいても ϵを使用する場合は ϵ = 0.1とする．その結果を以下に示す．

L1m =




0.3 0.5 0.2 0 0
0.3 0.5 0.2 0 0
0 0.27 0.53 0.2 0
0 0 0.27 0.53 0.2
0 0 0 0.27 0.73


 , L2m =




0.3 0.5 0.2 0 0
0.3 0.5 0.2 0 0
0 0.3 0.5 0.2 0
0 0 0.3 0.5 0.2
0 0 0 0.3 0.7


 ,

L3m =




0.3 0.5 0.2 0 0
0.3 0.5 0.2 0 0
0 0.3 0.5 0.2 0
0 0 0.3 0.5 0.2
0 0 0 0.3 0.7


 .

ここでは L2m ⪯st L1m, L3m ⪯st L1m となっていることが確認できる．しかし，この例では L2m, L3m が同じで
ある．
5.2. 縮約した行列のみ既約性を保証した例
この節では 4.3節で示した「状態空間を縮約した行列に対してのみ既約性を保証」した場合の例を示す．
P を確率行列とし，分割 A3 = {{1, 2}, {3}, {4, 5}}とする．行列内に書かれている線はその分割を示したものと
する．

P =




0.3 0.1 0.1 0.0 0.5
0.2 0.0 0.0 0.1 0.7
0.3 0.3 0.1 0.0 0.3
0.2 0.7 0.0 0.1 0.0
0.4 0.4 0.1 0.0 0.1


 . (7)

式 (7)にアルゴリズム LIMSUBを適用する．アルゴリズム LIMSUBの結果を L1 とし，アルゴリズム LIMSUB

に，式 (5)と式 (6)の条件を加えた結果 [5]を L2 とし，アルゴリズム LIMSUB改の結果を L3 とする．ただし，
いずれのアルゴリズムにおいても ϵを使用する場合は ϵ = 0.1とする．その結果を以下に示す．

L1 =

(
0.18 0.02 0.8
0.18 0.02 0.8
0.18 0.02 0.8

)
, L2 =

(
0.2 0.0 0.8
0.18 0.02 0.8
0.18 0.02 0.8

)
, L3 =

(
0.2 0.0 0.8
0.2 0.0 0.8
0.18 0.02 0.8

)
.

これを見ると，L2 ⪯st L1 であり，さらに L3 ⪯st L2 となっている． 4.3節の条件を適用したときの方がより緊
密な上界を得ることができていることが確認できる．

6. まとめ
これまでの考察により，条件 1,条件 2が成立する場合，j ̸= e(p), i ̸= N としたとき，vSp(R)[i, j+1] ≤ Q[i+1, j]

ならば，ϵの上限を定めることが可能であることを示した．また，より緊密な上界を得るために，縮約した行列の
みを既約にするように条件を緩めたアルゴリズムを提案した．このアルゴリズムは既約を保ち且つ，なるべく緊
密な上界を定めることができると期待され，サービスシステムのモデリングなどの研究において有用であると考
えられる．
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レベル依存するM/G/1型マルコフ連鎖における条件付き定常分布の数値計算アルゴリズム

木村 雅俊 滝根 哲哉
大阪大学 工学研究科 電気電子情報工学専攻

概要： 本稿では，任意のレベル依存する M/G/1 型連続時間マルコフ連鎖における，レベルが N 以下である
という条件付きの定常分布に対する数値計算アルゴリズムを提案する．このアルゴリズムは，先行研究におい
て，レベルの降下方向への遷移を表す行列が正則であるという仮定の下で提案されたものとほぼ同じであり，
計算結果が含む誤差の評価が可能なものとなっている．N が十分大きい場合，この条件付き定常分布は，定常
分布の近似として捉えることもできるため，任意のレベル依存する M/G/1 型マルコフ連鎖における定常分布
の数値計算アルゴリズムとしても利用可能である．

1. はじめに
本稿では，既約で正再帰的な連続時間 2変数マルコフ連鎖 {(L(t), J(t)); t ≥ 0}を考察する．ただし，レベルと呼
ばれる変数 L(t)は非負整数値を取り，相と呼ばれる変数 J(t)は，L(t) = k (k = 0, 1, 2, . . . )が与えられたとき，
有限集合Mk = {1, 2, . . . ,Mk} の要素から値を取る．以下では，連続時間マルコフ連鎖 {(L(t), J(t)); t ≥ 0}

の状態空間 {(k, j); k = 0, 1, . . . , j ∈ Mk} を互いに素な部分集合 {(k, j); j ∈ Mk} に分割し，各部分集合
{(k, j); j ∈ Mk} (k = 0, 1, . . .) をレベル k と呼ぶ．よって，辞書式順序に従って状態を並べると，連続時間
マルコフ連鎖 {(L(t), J(t)); t ≥ 0} の無限小生成作用素 Q は以下の形をとる．

Q =




Q0,0 Q0,1 Q0,2 Q0,3 · · ·

Q1,−1 Q1,0 Q1,1 Q1,2 · · ·

Q2,−2 Q2,−1 Q2,0 Q2,1 · · ·

Q3,−3 Q3,−2 Q3,−1 Q3,0 · · ·
...

...
...

...
. . .




(1)

ただし，Qk,l (k = 0, 1, . . . , l = −k,−k + 1, . . . ) はMk ×Mk+l 行列であり，レベル k からレベル k + l への
遷移を表現している．無限小生成作用素が式 (1) で示したブロック構造をもつ連続時間 2 変数マルコフ連鎖は
G/G/1 型と呼ばれる．特に，レベルの降下方向への遷移に飛び越しがない，すなわち

Q =




Q0,0 Q0,1 Q0,2 Q0,3 · · ·

Q1,−1 Q1,0 Q1,1 Q1,2 · · ·

O Q2,−1 Q2,0 Q2,1 · · ·

O O Q3,−1 Q3,0 · · ·
...

...
...

...
. . .




である場合，連続時間 2 変数マルコフ連鎖はレベル依存する M/G/1 型連続時間マルコフ連鎖と呼ばれる．以
下では，連続時間マルコフ連鎖 {(L(t), J(t)); t ≥ 0} は定常であると仮定する．
レベル依存するG/G/1型連続時間マルコフ連鎖 {(L(t), J(t)); t ≥ 0}の定常分布を {qk; k = 0, 1, . . . }とする．
ただし，qk (k = 0, 1, . . . )は 1×Mk ベクトルであり，j 番目 (j ∈Mk)の要素は定常確率 Pr(L(0) = k, J(0) = j)

を表す．なお，遷移確率行列 P をもつ G/G/1 型離散時間マルコフ連鎖の定常分布 q に興味がある場合は，
q = qP が成立するので， 無限小生成作用素 Q := P − I をもつ G/G/1 型連続時間マルコフ連鎖の定常分布
を考察すればよい．
レベル依存する G/G/1 型連続時間マルコフ連鎖において，レベル n (n = 0, 1, . . .) 内の各状態からレベル k

(k > n) 以上の状態への初到達時間内に，レベル k − 1 以下の各状態に滞在する平均延べ時間の比は，k →∞

の極限において（適当な条件の下で）定常分布に収束することが知られている [4]．

lim
k→∞

diag−1((−k+Q)−1
e)(−k+Q)−1 = e (q0 q1 . . . ) (2)

ただし，k+Q (k = 1, 2, . . . ) は無限小生成作用素 Q の (
∑k−1

l=0 Ml)× (
∑k−1

l=0 Ml) の北西角を表す．また，任意
のベクトル x に対して diag(x) は [diag(x)]i,i = [x]i なる対角行列であり，eは適当な次元をもつ全ての要素
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が 1 である列ベクトルである．文献 [4] では，この結果を基に，レベル依存する M/G/1 型連続時間マルコフ
連鎖の定常分布に対する数値計算アルゴリズムが提案されている．
本稿では，レベル k (k = 1, 2, . . .) への再帰時間内における，特定の下位レベル n (n = 0, 1, . . . , k− 1) の各
状態に滞在する平均延べ時間に注目する．
定義 1. レベル依存する G/G/1 型連続時間マルコフ連鎖 {(L(t), J(t)); t ≥ 0} に対して，Mk ×Mn行列 Uk,n

(k = 1, 2, . . ., n = 0, 1, . . . , k − 1) を導入する．ただし，Uk,n の (i, j) 番目 (i ∈ Mk, j ∈ Mn) の要素は，初
期状態 (k, i) から開始したレベル k への再帰時間内に状態 (n, j) に滞在する平均延べ時間を，初期状態 (k, i)

の平均滞在時間で割った値で与えられる．
Uk,n の定義から次式が成立する．

qn = qkUk,n, k = 1, 2, . . . , n = 0, 1, 2, . . . , k − 1 (3)

ここで，uk,n(i) (i ∈Mk) を Uk,n の i 番目の行ベクトルとする．一般に，既約で正再帰的なレベル依存する
G/G/1 型連続時間マルコフ連鎖において，全ての i ∈Mk に対して uk,n(i)e > 0 となることは保証されない．
一方，もし，全ての i (i ∈ Mk) に対して uk,n(i)e = 0 であるような k，n の組が存在すると仮定すると, こ
れはレベル k からレベル n に到達できないことを意味し，既約であるという仮定に矛盾する．よって，既約
であるならば，任意の k，n の組 (k = 1, 2, . . ., n = 0, 1, . . . , k − 1) に対して uk,n(i)e > 0 となる i (i ∈Mk)

が少なくとも一つ存在する．一方，各レベル内の相のラベルを任意に付け替えても，G/G/1型，M/G/1型と
いったレベル間の遷移に関する構造は保存される．そこで本節ならびに次節では，一般性を失うことなく，非
負整数 n (n = 0, 1, 2, . . . ) が与えられたとき，全ての k (k = n+ 1, n+ 2, . . . ) に対して uk,n(1)e > 0 が成立
すると仮定する．
uk,n(i)e > 0 なる i ∈Mk に対して，正規化されたベクトル uk,n(i) を次式で定義する．

uk,n(i) =
uk,n(i)

uk,n(i)e
if uk,n(i)e > 0

次節では次の定理を証明する．
定理 2. レベル依存する G/G/1 型連続時間マルコフ連鎖において

lim
k→∞

uk,n(1) = qn (4)

が成立する．ただし qn はレベルが n であるという条件下での相の条件付き定常確率ベクトルを表す．

qn = qn/(qne)

上で述べたように，各レベル内の相のラベルを任意に張り替えても，G/G/1型という構造は保存される．ま
た，各レベルの相は有限集合の要素から値を取る．そこで，uk,n(i)e > 0 (i ∈ Mk) なる任意の i のラベルを
1 に張り直し，定理 2 を適用すると以下の系を得る．
系 3. レベル依存する G/G/1 型連続時間マルコフ連鎖において，任意の非負整数 n と任意の正数 ǫ に対して，
ある自然数 K := K(n, ǫ) が存在し，全ての自然数 k = K,K + 1, . . . に対して

‖uk,n(i)− qn‖ < ǫ if uk,n(i)e > 0, i ∈Mk

が成立する．ただし || · || はベクトルノルムを表す．
さらに，ある非負整数 N に対して qN が求まれば，式 (3) を用いて，レベルが N 以下であるという条件付
きの定常分布 {qk(N); k = 0, 1, . . . , N} を得ることができる．

qk(N) = qk

/(
N∑

ℓ=0

qℓe

)
= qNUN,k

/(
N∑

ℓ=0

qNUN,ℓe,

)
, k = 0, 1, . . . N (5)

すなわち，条件付き定常分布 {qk(N); k = 0, 1, . . . , N} の計算は Uk,n (k = 1, 2, . . ., n = 0, 1, . . . , k − 1) の計
算に帰着させることができる．
残念ながら，レベル依存する G/G/1 型マルコフ連鎖における Uk,n の計算は，全レベル間の遷移構造に関
する情報が必要となるため，一般には困難である．しかし，G/G/1 型の特別な場合である，レベル依存する
M/G/1 型連続時間マルコフ連鎖では，式 (6) で示すように，Uk,n を効率的に計算することができる [6]．

Uk,n = Zk−1Zk−2 · · · · ·Zn, n = 0, 1, 2, . . . , k − 1 (6)
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ただし，
Zk = Qk+1,−1(−Tk)

−1, k = 0, 1, . . . (7)

であり，Tk (k = 0, 1, . . .) は次式に従い順次計算される．

Tk = Qk,0 +
k−1∑

n=0

Zk−1Zk−2 · · · · ·ZnQn,k−n, k = 0, 1, . . . (8)

文献 [6] では，レベル依存する M/G/1型連続時間マルコフ連鎖を対象に，
仮定 4. あるレベル N より上位の全てのレベルにおいて，レベルの降下方向への遷移を表す行列 Qk,−1 (k > N)

が正則な M ×M 正方行列である，
という仮定の下で，k > n ≥ N なる任意の非負整数 k, n の組に対して，M = {1, 2, . . . ,M} としたとき
(i) uk,n(i)e > 0 (i ∈M)

(ii) uk,n(i) (i ∈M) は一次独立，
(iii) uk,n(i) (i ∈ M) が張る (M − 1)-単体 Pk,n の相対的内部を riPk,n としたとき，Pk+1,n ⊆ Pk,n かつ

qn ∈ ∩
∞

k=n+1riPk,n

となることを導いている．よって，仮定 4 の下では，式 (4) が uk,n(1) のみならず，全ての uk,n(i) (i ∈ M)

に対して成立する．文献 [6] では，この結果を利用して，条件付き定常分布 {qk(N); k = 0, 1, . . . , N} の数値
計算アルゴリズムを提案している．
本稿の 3 節では，系 3 に基づいて，任意のレベル依存する M/G/1 型連続時間マルコフ連鎖における条件
付き定常分布 {qk(N); k = 0, 1, . . . , N} の数値計算アルゴリズムを提案する．これは，仮定 4 の下で，文献
[6] で構築された数値計算アルゴリズムとほぼ同じであるが，停止条件に関しては新たな考察が必要となる．
仮定 4 の下では，(iii) より (M − 1)-単体 Pk,n が包含関係を保ったまま縮退していくため，全ての uk,n(i)

(i = 1, 2, . . . ,M) が近似的に等しいと判断された時点で Uk,n の計算を停止すればよい．本稿では割愛するが，
仮定 4 が成立しない場合でも，uk,n(i) (i ∈Mk) が定義可能な複数の uk,n(i) が存在した場合，それらで張ら
れる凸多面体を Pk,n と記すと，Pk+1,n ⊆ Pk,n を示すことができる．さらに，qn は Pk,n を張る頂点の凸結
合で表現されるため，仮定 4 が成立しない場合でも，同様の停止条件が利用可能である．
これまで，レベル依存する M/G/1 型マルコフ連鎖における定常分布の数値計算アルゴリズムは，レベル依
存する基本行列（G-行列）を用いるものが主であった [2, 3]．文献 [3] では，十分大きなK に対して，レベル
K 以上の構造がレベルに依存しないモデルに置き換え，近似解を計算する手法が提案されている．また，文献
[2] では，レベルが十分大きい場合，遷移構造が近似的にレベルに依存しないと見なせるモデルを対象とした手
法が提案されている．一方，本稿で提案するする数値計算アルゴリズムは，仮定 4 の下で文献 [6] において提案
されたものとほぼ同一であり，レベルに関する降下方向の率行列（R-行列）を用いる．なお，本稿の結果を用
いれば，任意のレベル依存する M/G/1 型マルコフ連鎖における条件付き定常分布 {qk(N); k = 0, 1, . . . , N}

の近似解の精度を評価することが可能である．また，系 10 で示すように，ある自然数 K (K > N) に対して，
降下方向の遷移を表す行列 QK,−1 のランクが 1 である場合，条件付き定常分布 {qk(N); k = 0, 1, . . . , N} の
厳密解を計算することができる．
本稿で議論する条件付き定常分布 {qk(N); k = 0, 1, . . . , N} はN を十分大きく取ることで，定常分布の良い

近似を与える [6]．しかし，レベル依存する M/G/1型連続時間マルコフ連鎖において，どの程度の N であれ
ば良い近似となるか，という点について明確な基準は得られていない．文献 [1] では，レベル依存するM/G/1

型マルコフ連鎖の特別な場合であるレベル依存する準出生死滅過程を対象に，N の選択について議論されてい
る．また，文献 [4] で提案されている，式 (2) に基づくレベル依存するM/G/1型マルコフ連鎖に対する数値
計算アルゴリズムは，N を事前に選択すること無く定常分布の数値計算が可能な手法である．
なお，レベル依存する M/G/1 型連続時間マルコフ連鎖に限定した場合，文献 [4] で提案されている数値計
算アルゴリズムの基礎となっている式 (2) と本稿で提案する数値計算アルゴリズムの基礎となっている定理 2

の間には密接な関係がある．まず，式 (2) で現れる (−k+Q)−1 の (k− 1, n) ブロック行列 (n = 0, 1, . . . , k− 1)

における (i, j) 番目 (i ∈Mk−1, j ∈Mn) の要素は，状態 (k − 1, i) から開始されるレベル k 以上の状態への
初到達時間内において，状態 (n, j) に滞在する平均延べ時間を与えることに注意する．よって，(−k+Q)−1 の
(k− 1, n) ブロック行列 (n = 0, 1, . . . , k− 1) を k+Bk−1,n とすると，レベル依存する M/G/1 型連続時間マル
コフ連鎖の場合には

Uk,n = Qk,−1 · k+Bk−1,n

が成立する．この結果，M/G/1型に限定すれば，定理 2 は文献 [4] で示された式 (2) を用いて導くことがで
きる．レベル依存する M/G/1 型マルコフ連鎖に対する文献 [4] の数値計算アルゴリズムは (−k+Q)−1 を扱っ
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ており，本稿で考察する数値計算アルゴリズムでは Uk,n を扱っているため，前者における停止条件に関して
も，後者と同様の停止条件が利用可能と思われる．
以下，2 節で定理 2 を証明した後，一般のレベル依存する M/G/1 型連続時間マルコフ連鎖における条件付
き定常分布の数値計算アルゴリズムを 3 節で提案する．最後に 4 節で本稿で得られた結果をまとめる．

2. 定理 2 の証明
証明の見通しを良くするため，G/G/1 型連続時間マルコフ連鎖 {(L(t), J(t)); t ≥ 0} の状態遷移直後に着
目することで得られる隠れマルコフ連鎖 {(Lτ , Jτ ); τ = 0, 1, . . .} を考える．このとき，隠れマルコフ連鎖
{(Lτ , Jτ ); τ = 0, 1, . . .} は G/G/1 型となり，その遷移確率行列 P は次式で与えられる．

P =




P0,0 P0,1 P0,2 P0,3 P0,4 · · ·

P1,−1 P1,0 P1,1 P1,2 P1,3 · · ·

P2,−2 P2,−1 P2,0 P2,1 P2,2 · · ·

P3,−3 P3,−2 P3,−1 P3,0 P3,1 · · ·

P4,−4 P4,−3 P4,−2 P4,−1 P4,0 · · ·
...

...
...

...
...

. . .




ただし，i番目 (i ∈ Mk, k = 0, 1, . . . ) の要素が −[Qk,0]i,i で与えられる 1 ×Mk ベクトル µk を用いて Pk,ℓ

(k = 0, 1, . . . , ℓ = −k,−k + 1, . . . ) は次式で与えられる．

Pk,ℓ =

{
I + diag−1(µk)Qk,0, ℓ = 0

diag−1(µk)Qk,ℓ, ℓ = −k,−k + 1, . . . ,−1, 1, 2, . . .

定義より，隠れマルコフ連鎖 {(Lτ , Jτ ); τ = 0, 1, . . .} も既約で正再帰的である．以下では，隠れマルコフ連
鎖 {(Lτ , Jτ ); τ = 0, 1, . . .} は定常であると仮定し，その定常分布を {pk; k = 0, 1, . . . } と記す．ただし，pk

(k = 0, 1, . . .) は 1×Mk ベクトルであり，j 番目 (j ∈Mk) の要素は Pr(L0 = k, J0 = j) で与えられる．定義
より，qk (k = 0, 1, . . .) は pk を用いて次式のように表すことができる．

qk = pkdiag
−1(µk)

/(
∞∑

ℓ=0

pℓdiag
−1(µℓ)e

)
(9)

次に，非負整数 n (n = 0, 1, . . .) に対して，kfk,n(i) (k = n+1, n+2, . . ., i ∈Mk) を 1×Mn ベクトルとし，
その j 番目 (j ∈Mn) の要素は，(L0, J0) = (k, i) から開始したレベル n (n = 0, 1, . . . , k− 1) への初到達時間
がレベル k を訪れることなく状態 (n, j) で終了する確率を表すとする．さらに，kFn,n (k = n+ 1, n+ 2, . . .)

を Mn ×Mn 行列とし，その (i, j) 番目 (i, j ∈Mn) の要素は状態 (n, i) から開始したレベル n への再帰時間
が，レベル k に遷移することなく状態 (n, j) で終了する確率を表すとする．これらを用いて uk,n(i) は次式の
ように書き換えることができる．

uk,n(i) = µk(i)kfk,n(i)(I − kFn,n)
−1diag−1(µn) (10)

なお，

kfk,n(i)(I − kFn,n)
−1 = kfk,n(i)

∞∑

l=0

kF
l
n,n

の j 番目 (j ∈ Mk) の要素は状態 (k, i) から開始したレベル k への再帰時間の間に状態 (n, j) を訪問した平
均回数を表すことに注意する．
定義より kfk,n(i)e > 0 (i ∈ Mk) は uk,n(i)e > 0 と等価であることに注意する．よって uk,n(i) は式 (10)

を用いて以下のように書き換えることができる．

uk,n(i) =
kfk,n(i)(I − kFn,n)

−1diag−1(µn)

kfk,n(i)(I − kFn,n)−1diag−1(µn)e
if kfk,n(i)e > 0 (11)

Fn,n を Mn ×Mn 行列とし，その (i, j) 番目 (i, j ∈ Mn) の要素は状態 (n, i) から開始したレベル n への
再帰時間が状態 (n, j) で終了する確率を表すとする．隠れマルコフ連鎖の既約性ならびに正再帰性から Fn,n

は既約な確率行列であることに注意する．
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補題 5. 任意の n (n = 0, 1, . . .) について次式が成立する．

lim
k→∞

kFn,n = Fn,n

補題 5 の証明は付録 A で与える．
次に kF n(j) (k = n+ 1, n+ 2, . . ., j ∈Mn) を次式で定義する．

kF n(j) = kFn,n + (Fn,n − kFn,n)ee
T
j = kFn,n + (I − kFn,n)ee

T
j (12)

ただし，ej (j ∈Mn) は j 番目の要素が 1である単位列ベクトルとし，·T は転置を表す．式 (12) で定義され
た kF n(j) は Mn ×Mn 確率行列であることに注意する．そこで kpn(j) (k = n+ 1, n+ 2, . . ., j ∈Mn) を遷
移確率行列 kF n(j) の不変確率ベクトルであると定義する．

kpn(j) = kpn(j)kF n(j), kpn(j)e = 1 (13)

補題 6. 任意の n (n = 0, 1, . . .) に対して次式が成立する．

lim
k→∞

kpn(j) = pn j ∈Mn, (14)

ただし，pn = pn/(pne) である．
補題 6 の証明は付録 B に与える．
式 (11) に現れる (I − kFn,n)

−1 について考察する．式 (12) を式 (13) に代入し，整理すると次式を得る．

kpn(j)(I − kFn,n) = kpn(j)(I − kFn,n)ee
T
j , j ∈Mn (15)

ここで kΠn (k = n+ 1, n+ 2, . . .) を次式で与えられる Mn ×Mn 行列とする．

kΠn =




kpn(1)

kpn(2)
...

kpn(Mn)




, k = n+ 1, n+ 2, . . .

このとき，式 (15)は kΠn を用いて次のように書き換えることができる．

kΠn(I − kFn,n) = diag(kan), k = n+ 1, n+ 2, . . .

ただし，kan (k = n+ 1, n+ 2, . . .) は Mn × 1 ベクトルであり，その j 番目 (j ∈Mn) の要素 [kan]j は

[kan]j = kpn(j)(I − kFn,n)e

で与えられる．よって次式を得る．

(I − kFn,n)
−1 = diag−1(kan) · kΠn, k = n+ 1, n+ 2, . . . (16)

なお，diag−1(kan) の j 番目 (j ∈ Mn) の対角要素 [kpn(j)(I − kFn,n)e]
−1 = ej(I − kFn,n)

−1
e は，状態

(n, j) からレベル k への初到達時間内にレベル n を訪問する平均回数を表しており，隠れマルコフ連鎖の正再
帰性から，十分大きな k に対しては正かつ有限となる．
次に，式 (16) を用いて式 (11) を以下のように書き換える．

uk,n(i) =
kfk,n(i)diag

−1(kan) · kΠn · diag
−1(µn)

kfk,n(i)diag
−1(kan) · kΠn · diag

−1(µn)e
if uk,n(i)e > 0 (17)

ここで補題 6 より，任意の非負整数 n と十分小さな任意の正数 ǫ に対して，ある自然数 K := K(n, ǫ) が存
在し，

O <

(
1−

ǫ

2 + ǫ

)
epn < kΠn <

(
1 +

ǫ

2 + ǫ

)
epn, ∀k ≥ K (18)
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が成立する．また，式 (17) に現れる kfk,n(i)，diag−1(kan) および diag−1(µn) は非負である．よって，式
(17)，式 (18)，ならびに uk,n(1)e > 0 から，以下の不等式を得る．

kfk,n(1)diag
−1(kan) ·

(
1−

ǫ

2 + ǫ

)
epn · diag

−1(µn)

kfk,n(1)diag
−1(kan) ·

(
1 +

ǫ

2 + ǫ

)
epn · diag

−1(µn)e

< uk,n(1) <
kfk,n(1)diag

−1(kan) ·

(
1 +

ǫ

2 + ǫ

)
epn · diag

−1(µn)

kfk,n(1)diag
−1(kan) ·

(
1−

ǫ

2 + ǫ

)
epn · diag

−1(µn)e

, ∀k ≥ K

さらに上式は次のように整理される．

1

1 + ǫ
·
pndiag

−1(µn)

pndiag
−1(µn)e

< uk,n(1) < (1 + ǫ) ·
pndiag

−1(µn)

pndiag
−1(µn)e

, ∀k ≥ K (19)

十分小さな ǫ (ǫ > 0) に対しては,
1

1 + ǫ
> 1− ǫ

が成立する．また，式 (9) より

pndiag
−1(µn)

pndiag
−1(µn)e

=
pndiag

−1(µn)

pndiag
−1(µn)e

= qn > 0

である．よって，式 (19) より，任意の非負整数 n と十分小さな任意の ǫ > 0 に対して，ある自然数 K が存
在し，

(1− ǫ)qn < uk,n(1) < (1 + ǫ)qn, ∀k ≥ K

が成立する．以上により，定理 2 が示された．

3. レベル依存するM/G/1型マルコフ連鎖に対する数値計算アルゴリズム
本節では，系 3 を基礎とした，レベル依存する M/G/1型マルコフ連鎖における条件付き定常分布の数値計
算アルゴリズムを議論する．式 (6) で示したように，レベル依存する M/G/1 型マルコフ連鎖における Uk,n

は，Uk,n = Zk−1Zk−2 · · · · · Zn で与えられるため，Zk (k = 0, 1, . . .) を順次計算することで Uk,n が計算
可能である．さらに，ある非負整数 N が与えられたとき，レベルが N であるという条件下での相の条件付
き定常分布 qN が系 3 を利用して求まれば，式 (5) より，条件付き定常分布 {qk(N); k = 0, 1, . . . , N} を得
ることができる．この考えに沿った数値計算アルゴリズムの概要をアルゴリズム 1 に示す．Step 1 では Zk

(k = 0, 1, . . . , N − 1) を式 (7) と式 (8) に基づき計算している．Step 2 では Uk,N (k = N + 1, N + 2, . . .) を
順次計算し，系 3 で示した極限に収束したか否かの判定を行い，qN を求めている．最後に Step 3 では，条
件付き定常分布 {qk(N); k = 0, 1, . . . , N} を

qk(N) = qk+1(N)Uk+1,k = qk+1(N)Zk, k = 0, 1, . . . , N − 1

を利用して計算している．
この数値計算アルゴリズムは，Step 2 において qN の候補 u の選択ならびに停止条件が明示されていない

ことを除き，仮定 4 の下で，文献 [6] で提案されている数値計算アルゴリズムと同一である．仮定 4 の下では，
全ての i (i ∈ M) に対して uk,N (i)e > 0，かつ uk,N (i)e (i ∈ M) で張られる (M − 1)-単体 Pk,N に対して
qN ∈ ∩

∞

k=N+1riPk,N が成立する．よって，Pk,N の内点，例えば重心

g
(grav)
k,N =

1

M

∑

i∈M

uk,N (i)

を qN の近似解として採用すると

lim
k→∞

‖uk,N (i)− g
(grav)
k,N ‖ = 0 (i ∈M),

max
i∈M

‖uk,N (i)− g
(grav)
k,N ‖ ≤ ǫ ⇒ ‖g

(grav)
k,N − qN‖ ≤ ǫ
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アルゴリズム 1 （条件付き定常分布 {qk(N); k = 0, 1, . . . , N}の計算）
Input: Q0,l (l = 0, 1, . . . ), Qk,l (k = 1, 2, . . . , l = −1, 0, 1, . . . ), N , ならびに ǫ

Output: K と qk(N) (k = 0, 1, 2, . . . , N)

Step 1: Zn (n = 0, 1, . . . , N − 1) の計算
T := Q0,0

for k = 1 to N do

Zk−1 := Qk,−1(−T )−1; 次式で T (= Tk) を計算

T := Qk,0 +

k−1∑

n=0

Zk−1Zk−2 · · · · ·ZnQn,k−n (A)

end for

U := I; k := N

Step 2: 正規化された境界ベクトル qN の決定
k := k + 1; Zk−1 := Qk,−1(−T )−1; U := Zk−1U

U から qN の候補 u を決定
if 基準 ǫ の下で u が qN に収束していると判断されなければ then

式 (A) から T を計算し，Step 2 に戻る
end if

K := k

Step 3: qk(N) (k = 0, 1, . . . , N) の計算
qN (N) := u; sum := qN (N)e

for k = N − 1 to 0 by −1 do

qk(N) := qk+1(N)Zk; sum := sum + qk(N)e

end for

for k = 0 to N do

qk(N) := qk(N)/sum

end for

が成立する．すなわち，仮定 4 の下では，qN の近似解 g
(grav)
k,N の精度を保証する十分条件が存在するため，そ

れに従って収束判定を行っている．
以下では，Uk,n (k = 1, 2, . . ., n = 0, 1, . . . , k − 1) が計算可能なレベル依存する G/G/1 型連続時間マルコ
フ連鎖において，ある非負整数 N が与えられたとき，同様の収束判定が可能であることを示す．その準備と
して，まず，qN の近似解の候補を議論する．レベル依存する G/G/1 型連続時間マルコフ連鎖では，全ての
uk,N (i) (k = N + 1, N + 2, . . . , i ∈ Mk) が非零である保証がない．さらに，各レベル内での相のラベル付け
は任意であるため，一般には，特定の相 i について uk,N (i) の k →∞ における極限を議論することができな
い．そこで，qN に対する近似解の候補 uk,N（レベル依存するM/G/1 型マルコフ連鎖に対するアルゴリズム
1 では u）を次のように定める．

uk,N =
e
T
Uk,N

e
T
Uk,Ne

> 0 (20)

M+
k,N (k = N + 1, N + 2, . . .) を uk,N (i)e > 0 (i ∈ Mk) となるラベル集合とすると，式 (20) は uk,N が

uk,N (i)（i ∈M+
k,N）の凸結合で与えられることを示している．まず，定義より，Uk,N の行の中で，uk,N (i)e = 0

となる行 i ∈Mk \M
+
k,N は uk,N に貢献しない．そこで，記法を簡略化するため

uk,N (i) = 0, i ∈Mk \M
+
k,N

と定義する．さらに Uk,N (k = N + 1, N + 2, . . .) をMk ×MN 行列とし，その i 番目 (i ∈ Mk) の行は
uk,N (i) で与えられるとする．このとき，Uk,N (k = N + 1, N + 2, . . .) は

Uk,N = diag(Uk,Ne)Uk,N (21)

と書き換えることができるので，式 (20) は

uk,N =
1

e
T
Uk,Ne

· eTdiag(Uk,Ne)Uk,N
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と等価である．そこで

αk,N =
(
αk,N (1) αk,N (2) · · · αk,N (Mk)

)
=

1

e
T
Uk,Ne

· eTdiag(Uk,Ne)

と定義すると，αk,N ≥ 0 かつαk,Ne = 1 である．さらに，M+
k,N 6= ∅ であり，定義より，i ∈Mk \M

+
k,N な

る i に対しては αk,N (i) = 0 となる．よって

uk,N =
∑

i∈Mk

αk,N (i)uk,N (i) =
∑

i∈M+
k,N

αk,N (i)uk,N (i) (22)

かつ
αk,N (i) > 0 (i ∈M+

k,N ),
∑

i∈M+
k,N

αk,N (i) = 1

となるような αk,N (i) (i ∈M+
k,N ) が存在することが分かる．

補題 7. レベル依存する G/G/1 型連続時間マルコフ連鎖では，任意の非負整数 N と任意の正数 ǫ に対して，
ある自然数 K := K(N, ǫ) が存在し，全ての k (k = K + 1,K + 2, . . .) に対して次式が成立する．

‖uk,N (i)− uk,N‖ < ǫ, i ∈M+
k,N

証明. 系 3 ならびに式 (22) より，任意の非負整数 N と任意の正数 ǫ に対して，ある自然数K := K(N, ǫ) が
存在し，全ての k = K,K + 1, . . . に対して

‖qN − uk,N‖ =

∥∥∥∥∥∥∥

∑

i∈M+
k,N

αk,N (i)(qN − uk,N (i))

∥∥∥∥∥∥∥
≤

∑

i∈M+
k,N

αk,N (i)‖qN − uk,N (i)‖ ≤
∑

i∈M+
k,N

αk,N (i) · ǫ = ǫ

が成立する．よって，系 3 より

‖uk,N (i)− uk,N‖ ≤ ‖uk,N (i)− qN‖+ ‖qN − uk,N‖ ≤ 2ǫ, ∀k ≥ K

が成立する．最後に ǫ := 2ǫ と置き直すことで，補題 7 を得る．

補題 8. レベル依存する G/G/1 型連続時間マルコフ連鎖では，任意の N , k の組 (N = 0, 1, . . ., k = N +

1, N + 2, . . .) に対して，qN は uk,N (i) (i ∈M+
k,N ) の凸結合で与えられる．

qN =
∑

i∈M+
k,N

βk,N (i)uk,N (i)

ただし
βk,N (i) > 0 (i ∈M+

k,N ),
∑

i∈M+
k,N

βk,N (i) = 1 (23)

証明. 式 (3) と式 (21) から

qN =
1

qkUk,Ne

· qkUk,N =
1

qkUk,Ne

· qkdiag(Uk,Ne)Uk,N

を得る．ここで (
βk,N (1) βk,N (2) · · · βk,N (Mk)

)
=

1

qkUk,Ne

· qkdiag(Uk,Ne)

とし，qk > 0 に注意すると，式 (22) と同様の議論より補題 8 が得られる．

定理 9. レベル依存する G/G/1 型連続時間マルコフ連鎖では，任意の N , k の組 (N = 0, 1, . . ., k = N +

1, N + 2, . . .) に対して次式が成立する．

‖uk,N − qN‖ ≤ max
i∈M+

k,N

‖uk,N (i)− uk,N‖

– 106 –



アルゴリズム 2 （アルゴリズム 1 における Step 2）
Step 2: 正規化された境界ベクトル qN の決定

k := k + 1; Zk−1 := Qk,−1(−T )−1; U := Zk−1U

u を式 (20) により計算する
if max i∈Mk

u(i)e>0
‖u(i)− u‖ > ǫ then

式 (A) により T を計算し，Step 2 に戻る
end if

K := k

証明. 補題 8 から

‖uk,N − qN‖ =

∥∥∥∥∥∥∥

∑

i∈M+
k,N

βk(i)(uk,N − uk,N (i))

∥∥∥∥∥∥∥
≤

∑

i∈M+
k,N

βk(i)‖uk,N −uk,N (i)‖ ≤ max
i∈M+

k,N

‖uk,N −uk,N (i)‖

が成立する．

補題 7 ならびに定理 9 より，qN の近似解 q
approx
N を計算する際には，適当な正数 ǫ に対して

max
i∈M+

k,N

‖uk,N (i)− uk,N‖ ≤ ǫ

となるような k (k = N +1, N +2, . . .) が現れるまで，順次Uk,N を計算していき，上式が成立した時点で qN

の近似解を q
approx
N = uk,N と取れば，真値との誤差 ‖qapprox

N − qN‖ が ǫ 以下となることが保証される．以上
をまとめて，レベル依存する M/G/1型マルコフ連鎖に対するアルゴリズム 1 中の Step 2 をアルゴリズム 2

で置き換えた数値計算アルゴリズムを提案する．ただし u(i) は U の i 番目の行ベクトルを表している．
本節を終えるにあたり，以下の系を与える．
系 10. レベル依存する G/G/1 型連続時間マルコフ連鎖において，ある N , k の組 (N = 0, 1, . . ., k =

N + 1, N + 2, . . .) に対して Uk,N のランクが 1 であるならば，次式が成立する．

qN = uk,N

証明. Uk,N のランクが 1 であるならば，式 (22) から，uk,N (i) = uk,N (i ∈M+
k,N ) となる．よって系 10 は

定理 9 より直ちに従う．

注意 11. Uk,N のランクが 1 である場合，Uk,N = Uk,Ne ·uk,N と書くことができる．よって，系 10 は式 (3)

を用いて下記のように直接，導出可能である．

qN =
1

qNe

· qN =
1

qNe

· qkUk,N =
1

qNe

· qkUk,Ne · uk,N =
1

qNe

· qNe · uk,N = uk,N

また，レベル依存する M/G/1 型連続時間マルコフ連鎖においてUN+1,N のランクが 1 である場合，本稿で提
案した数値計算アルゴリズムの Step 2 は 1 回だけ実行され，K = N +1 となる．なお，|M+

k,N | = 1 は Uk,N

のランクが 1 であるための十分条件である．

4. おわりに
本稿では，文献 [6] において，仮定 4 の下で提案されたレベル依存する M/G/1 型連続時間マルコフ連鎖の条
件付き定常分布 {qk(N); k = 0, 1, . . . , N} に対する数値計算アルゴリズムが，仮定 4 が成立しない任意のレベ
ル依存する M/G/1 型連続時間マルコフ連鎖にも適用できることを示した．この数値計算アルゴリズムは，境
界ベクトル qN の近似解がもつ精度の保証が可能であるという特徴をもつ．本稿では割愛したが，数値計算ア
ルゴリズムで計算される条件付き定常分布の近似 q

approx(N) と真値 q(N) の誤差を ‖qapprox(N)− q(N)‖ で
評価した際，これが予め与えられた正数 ε 以下となるように，Step 2 の収束判定を行うことも可能である．
また，本稿で提案した数値計算アルゴリズムでは，系 10で示したように，Uk,N のランクが 1となるなるよう
な k (k > N)が存在する場合，境界ベクトル qN が厳密解となるため，条件付き定常分布 {qk; k = 0, 1, . . . , N}

の厳密解が計算可能である．ここで，式 (6) ならびに式 (7) から明らかなように，レベル依存する M/G/1 型
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連続時間マルコフ連鎖の場合，QN+1,−1 のランクが 1 であることは，UN+1,N = ZN のランクが 1 であるた
めの必要十分条件となっている．すなわち，レベル依存する M/G/1 型連続時間マルコフ連鎖の場合，条件付
き定常分布の厳密解が計算できるクラスが，マルコフ連鎖の遷移構造によって事前に判別可能である．例えば，
サービス速度が系内客数に依存する集団到着 M/PH/1 待ち行列モデルがこの場合に該当する．

A. 補題 5 の証明
Ωn(i) (i ∈Mn) を状態 (n, i) から開始したレベル n への再帰時間の標本路集合とする．また，kΩn(i) および
k+Ωn(i) (i ∈ Mn, k = n + 1, n + 2, . . .) をそれぞれ状態 (n, i) から開始したレベル n への再帰時間の標本路
のうち，レベル k およびレベル k 以上に遷移しない標本路の集合とする．
ここで k+Fn,n (k = n+ 1, n+ 2, . . .) を Mn ×Mn 行列とし，その (i, j) 要素 (i, j ∈ Mn) を状態 (n, i) か
ら開始したレベル n への再帰時間がレベル k 以上に遷移することなく状態 (n, j) で終了する確率を表すもの
とする．定義から，k+Ωn(i) ⊂ kΩn(i) ⊂ Ωn(i) が成立する．よって次式を得る．

k+Fn,n ≤ kFn,n ≤ Fn,n, k = n+ 1, n+ 2, . . . (24)

さらに，k+Ωn(i) ⊂ (k+1)+Ωn(i) (k = n+1, n+2, . . .) であり，極限 limk→∞ k+Ωn(i) はいずれ終了する再帰時
間の標本路全てからなる集合を表すため，limk→∞ k+Ωn(i) = Ωn(i) が成立する．以上より，limk→∞ k+Fn,n =

Fn,n が成立し，式 (24) から補題が示される．

B. 補題 6 の証明
pn は Fn,n に対する不変確率ベクトルであることに注意する．

pn = pnFn,n, pne = 1

よって，式 (13) を用いると

(kpn(j)− pn) (I − Fn,n + epn) = kpn(j) (I − Fn,n) + pn − pn = kpn(j)
(
kF n(j)− Fn,n

)

を得る．さらに Fn,n は既約であるので，I − Fn,n + epn は正則である．よって

kpn(j) = pn + kpn(j)
(
kF n(j)− Fn,n

)
(I − Fn,n + epn)

−1
, k = n+ 1, n+ 2, . . . , j ∈Mn (25)

を得る．一方，補題 5 から，limk→∞(Fn,n − kFn,n)e = 0 が成立する．よって，式 (12) から

lim
k→∞

kF n(j) = lim
k→∞

kFn,n = Fn,n, j ∈Mn (26)

を得る．Mn は有限なので, 式 (25) の両辺の k → ∞ を取り，kpn(j) ≥ 0，kpn(j)e = 1 ならびに式 (26) を
用いると式 (14) が得られる．
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Abstract This paper considers the convergence of the stationary distribution vector of a finite-level M/G/1-
type Markov chain as its maximum level approaches to infinity. The main contribution of this paper is
to prove that the stationary distribution vector of the finite-level M/G/1-type Markov chain converges
geometrically to that of the corresponding infinite-level M/G/1-type Markov chain under the condition that
the level increment has a geometric decay. We first express the difference between the stationary distribution
vectors of the finite- and infinite-level M/G/1-type Markov chains, using the deviation matrix of the infinite
chain. Next, using a matrix-analytic expression of the deviation matrix, we present some asymptotic results
on the difference between the stationary distribution vectors.

1. Introduction

This paper considers finite-level M/G/1-type Markov chains. Such Markov chains appear as
the queue length processes in semi-Markovian queues with finite capacity (see, e.g., [4, 5, 7, 9,
14]). In fact, the finite-level M/G/1-type Markov chain is equivalent to the last-column-block-
augmented truncation (LC-block-augmented truncation) of the corresponding infinite-level M/G/1-
type Markov chain (see, e.g., [21, 25]).

We can compute, in principle, the stationary distribution vector of the finite-level M/G/1-type
Markov chain by using general-purpose methods, such as Gauss-Seidel method and LU decompo-
sition method. However, except for a few special cases [2, 17], the stationary distribution vector of
the finite-level M/G/1-type Markov chain does not have an informative and numerically feasible
expression. Thus, several researchers have studied the approximation and asymptotic analysis of
finite-level M/G/1-type Markov chains and related ones that originate from finite semi-Markovian
queues.

Miyazawa et al. [28] studied the asymptotics of the loss probability of a finite queue associated
with a finite-level quasi-birth-and-death process, which is a special case of both finite-level M/G/1-
type and GI/M/1-type Markov chains. J. Kim and B. Kim [19] extended Miyazawa et al. [28]’s
result to the finite-level GI/M/1-type Markov chain. Baiocchi [5] derived a geometric asymptotic
formula for the loss probability of a MAP/G/1/K queue, which is a typical example of finite queues
associated with finite-level M/G/1-type Markov chains. Baiocchi and Blefari-Melazzi [6] proposed
the approximation method for the loss probability of the MAP/G/1/K queue, using a partial
fraction decomposition of the matrix generating function of the total arrival number in a single
service time. Akar and Arikan [1] discussed the rational approximation of the virtual waiting time
distribution of a MAP/D/1/K queue.

Gouweleeuw [11] proposed an approximate formula for the loss probability of a BMAP/G/1/K
queue, which expresses the loss probability in terms of the queue length distribution of the corre-
sponding BMAP/G/1/∞ queue, i.e., BMAP/G/1 queue. Gouweleeuw and Tijm [12] also applied
the approximate method proposed in [11] to various discrete-time finite-buffer queues. Ishizaki and
Takine [15] proved that such a connection between finite and infinite queues is exactly established
for a special finite-level M/G/1-type Markov chain whose level-decreasing jumps are governed by
a block matrix of rank one. Using this result, Ishizaki and Takine [16] also derived an approximate
formula for the loss probability of a BMAP/D/1 queue in discrete time.

This paper considers the asymptotics of the difference between the stationary distribution vec-
tors of a finite-level M/G/1-type Markov chain and the corresponding infinite-level M/G/1-type
Markov chain as the maximum level of the finite chain approaches to infinity. This study intends to
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evaluate the error of the approximate formulae for the loss probability of finite queues connected to
finite-level M/G/1-type Markov chains. As mentioned in the beginning, a finite-level M/G/1-type
Markov chain is the LC-block-augmented truncation of the corresponding infinite-level M/G/1-type
Markov chain. Some total-variation-distance error bounds are established for the stationary distri-
bution vector obtained by the LC-block-augmented truncation of block-structured Markov chain
including the M/G/1-type Markov chain (see, e.g., [23, 24, 25, 26]). However, these bounds do not
tell us an exact convergence speed of the difference between the two stationary distribution vectors.
Katsumata et al. [18] derived a subgeometric asymptotic formula for the difference between the
stationary distribution vectors of a finite-level M/G/1-type Markov chain and the corresponding
infinite-level M/G/1-type Markov chain, under the condition that the infinite chain has level incre-
ments whose equilibrium distribution is long-tailed [10]. Katsumata et al. [18] also assumed that
the level increments follow a subexponential distribution, under which the authors proved that the
difference between the two stationary distributions asymptotically decays at the same speed as the
stationary tail distribution vector of the infinite chain.

As far as we know, there have been no studies on the geometric convergence rates of the
difference between the stationary distribution vectors of the finite-level M/G/1-type Markov chain
and the corresponding infinite-level M/G/1-type Markov chain. In this paper, we assume that the
infinite chain has level increments with an asymptotically geometric decay. We then investigate
the convergence rates of the stationary distributions of the finite and infinite chains.

The rest of this paper is organized as follows. Section 2 describes finite-level and infinite M/G/1-
type Markov chains and provides preliminary results on these Markov chains. Section 3 discusses
the deviation matrix of the infinite-level M/G/1-type Markov chain, which plays an important role
to derive the main result of this paper. Finally, Section 4 presents the main result of this paper.

2. M/G/1-type Markov chains

In this section, we describe the M/G/1-type Markov chain together with related definitions and
assumptions.

Let Z = {0,±1,±2, . . .}, Z+ = {0, 1, 2, . . .} and N = {1, 2, 3, . . .}. Let x ∧ y = min(x, y) for
x, y ∈ (−∞,∞). We then define {(Xν , Jν); ν ∈ Z+} as a discrete-time Markov chain such that, for
all ν ∈ Z+,

Xν ∈ Z+,

Jν ∈M0 := {1, 2, . . . ,M0} ⊂ N if Xν = 0,

Jν ∈M1 := {1, 2, . . . ,M1} ⊂ N if Xν ∈ N.

Thus, the state space of the Markov chain {(Xν , Jν)} is given by

F :=

∞⋃

k=0

L(k),

where L(k) = {k} ×Mk∧1 for k ∈ Z+. The subset L(k) of state space F is called level k.
Let P denote the transition probability matrix of the Markov chain {(Xν , Jν)}. We then assume

that P is in the form:

P =




L(0) L(1) L(2) L(3) · · ·

L(0) B(0) B(1) B(2) B(3) · · ·

L(1) B(−1) A(0) A(1) A(2) · · ·

L(2) O A(−1) A(0) A(1) · · ·

L(3) O O A(−1) A(0) · · ·
...

...
...

...
...

. . .



, (1)
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where O denotes the zero matrix. Note here that A(k) and B(k), k ∈ Z+ ∪ {−1}, satisfy

B(0)e+
∞∑

k=1

B(k)e = e, B(−1)e+
∞∑

k=0

A(k)e = e,
∞∑

k=−1

A(k)e = e,

where e denotes the column vector of ones whose order is determined according to the context.
The Markov chain {(Xν , Jν)} described above is called the infinite-level M/G/1-type Markov chain
or M/G/1-type Markov chain, for short (see, e.g., [29]).

Throughout the paper, we assume the following.

Assumption 2.1 (i) The transition probability matrix P is irreducible and aperiodic; (ii) the
stochastic A is irreducible; (iii)

∑∞
k=1 kB(k)e < ∞; and (iv) σ := π

∑∞
k=−1 kA(k)e < 0, where π

denotes the unique stationary distribution vector of A.

Under Assumption 2.1, the M/G/1-type Markov chain {(Xν , Jν)} is ergodic (i.e., irreducible,
aperiodic and positive recurrent) [3, Chapter XI, Proposition 3.1] and thus the Markov chain has
the unique stationary distribution vector, denoted by x = (x(k, i))(k,i)∈F. For later use, we define
x(k), k ∈ Z+, as the subvector of x corresponding to level k, i.e., x(k) = (x(ℓ, i))(ℓ,i)∈L(k).

Next we introduce a finite-level version of the (infinite-level) M/G/1-type Markov chain. Let

{(X
(N)
ν , J

(N)
ν ); ν ∈ Z+} denote a discrete-time Markov chain with state space F6N :=

⋃N
k=0 L(k),

whose transition probability matrix P
(N) is given by

P
(N) =




L(0) L(1) L(2) · · · L(N − 2) L(N − 1) L(N)

L(0) B(0) B(1) B(2) · · · B(N − 2) B(N − 1) B(N − 1)
L(1) B(−1) A(0) A(1) · · · A(N − 3) A(N − 2) A(N − 2)
L(2) O A(−1) A(0) · · · A(N − 4) A(N − 3) A(N − 3)

...
...

...
...

. . .
...

...
...

L(N − 2) O O O · · · A(0) A(1) A(1)
L(N − 1) O O O · · · A(−1) A(0) A(0)
L(N) O O O · · · O A(−1) A(−1)




,

where

A(k) =
∞∑

ℓ=k+1

A(ℓ), B(k) =
∞∑

ℓ=k+1

B(ℓ), k ∈ Z+ ∪ {−1}.

We call the Markov chain {(X
(N)
ν , J

(N)
ν )} the finite-level M/G/1-type Markov chain. Note that

P
(N) is the last-column-block-augmented truncation (LC-block-augmented truncation) of P (see,

e.g., [25, 26]). It thus follows from Assumption 2.1 and [26, Proposition 1.1] that P (N) has at least
one and at most M1 closed communicating classes. Therefore, P (N) has a stationary distribution
vector, denoted by x

(N) = (x(N)(k, i))(k,i)∈F6N . We extend P
(N) and x

(N) to the orders of P

and x, respectively, by appending zero elements. We also define x
(N)(k) = (x(N)(ℓ, i))(ℓ,i)∈L(k) for

k ∈ Z+, which is the subvector of x(N) corresponding to level k.
In addition to Assumption 2.1, we assume the following.

Assumption 2.2 It holds that
∑∞

k=1 k
2
A(k) <∞ and

∑∞
k=1 k

2
B(k) <∞.

Under Assumptions 2.1 and 2.2, we can show (see Theorem 3.3 below) that there exists a matrix
D such that

D =

∞∑

n=0

(P n − ex).
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The matrix D is called the deviation matrix of the Markov chain {(Xν , Jν)} and the transition
probability matrix P . It is known (see, e.g., [13]) that the difference between x

(N) and x is
expressed as follows:

x
(N) − x = x

(N)(P (N) − P )D. (2)

Using this equation, we discuss the convergence of {x(N);N ∈ N} to x in Section 4. To this end,
we provide a condition for the existence of D and then derive a matrix-analytic expression of D in
the next section.

3. Deviation matrix

We define the first passage time to A ⊂ F as τA = inf{ν ∈ N; (Xν , Jν) ∈ A}. For convenience, we
introduce the notation:

E(k,i)[ · ] = E[ · | (X0, J0) = (k, i)], (k, i) ∈ F,

Ex[ · ] =
∑

(k,i)∈F

x(k, i)E(k,i)[ · ].

The following proposition shows a condition for the existence of D.

Proposition 3.1 ([8, Lemma 2.6]) Suppose that a discrete-time Markov chain {(Xν , Jν)} is er-
godic. The deviation matrix D exists if and only if Ex[τ{(k,i)}] <∞ for some (k, i) ∈ F. In addition,
if Ex[τ{(k,i)}] <∞ for some (k, i) ∈ F, then Ex[τ{(ℓ,j)}] <∞ for all (ℓ, j) ∈ F.

We need the following lemma to apply Proposition 3.1 to the M/G/1-type Markov chain.

Lemma 3.2 Suppose that the M/G/1-type Markov chain {(Xν , Jν)} satisfies Assumption 2.1. It
then holds that Assumption 2.2 is equivalent to

∑∞
k=1 kx(k) <∞. Furthermore,

∑∞
k=1 kx(k) <∞

if and only if Ex[τ(ℓ,i)] <∞ for all (ℓ, i) ∈ F.

Using Proposition 3.1 and Lemma 3.2, we obtain a necessary and sufficient condition for the
existence of D of the M/G/1-type Markov chain {(Xν , Jν)}.

Theorem 3.3 Suppose that the M/G/1-type Markov chain {(Xν , Jν)} satisfies Assumption 2.1.
The deviation matrix D exists if and only if Assumption 2.2 holds.

Next we derive a matrix-analytic expression of D. For any matrix (or vector) F , we define
|F | as the matrix (or the vector) obtained by taking the absolute values of the entries of F . We
then have Proposition 3.4 below, which shows that D is the unique solution of the following matrix
equations.

Proposition 3.4 ([8, Lemma 2.7]) Suppose that the M/G/1-type Markov chain {(Xν , Jν)} is
ergodic and D exists. Under these conditions, D equals the unique solution ∆ of the following
matrix equations:

(I − P )∆ = I − ex, x∆ = 0, ∆e = 0, (3)

where x|∆| <∞.

In what follows, we obtain a matrix-analytic expression of D by using the matrix equations in
(3). For this purpose, we introduce some definitions and known results. Let L(n) =

⋃n
k=0 L(k) and
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L(n) =
⋃∞

k=n+1 L(k). Let Φ(0) := (Φi,j(0))i,j∈M1
, G := (Gi,j)i,j∈M1

and R(k) := (Ri,j(k))i,j∈M1
,

k ∈ N, whose (i, j)th entries are given by

Φi,j(0) = P
(
τL(n) <∞, (XτL(n)

, JτL(n)
) = (n, j) | (X0, J0) = (n, i) ∈ L(0)

)
,

Gi,j = P
(
τL(n) <∞, (XτL(n)

, JτL(n)
) = (n, j) | (X0, J0) = (n+ 1, i) ∈ L(1)

)
,

Ri,j(k) = E

[ τL(n+k−1)∑

ν=1

11((Xν , Jν) = (n+ k, j)) | (X0, J0) = (n, i) ∈ L(0)

]
,

where 11( · ) denotes the indicator function of the event in the parentheses.
The following proposition presents the basic result on the structure of G.

Proposition 3.5 ([20, Proposition 2.1]) Suppose that the conditions (i) and (ii) of Assump-
tion 2.1 are satisfied. After some permutations of the states, the matrix G is of the form:

G =

(
G• O

GT,• GT

)
, (4)

where G• is irreducible and GT is strictly lower-triangular.

We assume, without loss of generality, that G is of the form (4). It then follows from Proposi-
tion 3.5 that G has the unique stationary distribution vector, denoted by g. We now partition P

in the following manner:

P =

(L(0) L(0)

L(0) T U

L(0) V H

)
,

where

T = B(0), U =
(
B(1) B(2) B(3) · · ·

)
,

V =




B(−1)
B(−2)
B(−3)

...


 , H =




A(0) A(1) A(2) · · ·

A(−1) A(0) A(1) · · ·

A(−2) A(−1) A(0) · · ·
...

...
...

. . .


 .

The above partition plays a role in solving the matrix equations in (3). We also define Ĥ :=
(Ĥ(k, i; ℓ, j))(k,i),(ℓ,j)∈L(0) as the fundamental matrix of H, that is,

Ĥ =
∞∑

m=0

H
m = (I −H)−1.

Furthermore, we denote the (k, ℓ)th block of Ĥ by Ĥ(k; ℓ) := (Ĥ(k, i; ℓ, j))(i,j)∈M1×M1
. Note that

the (i, j)th entry Ĥ(k, i; ℓ, j) of Ĥ(k; ℓ) is the expected number of visits to state (ℓ, j) ∈ L(0)
before entering L(0), given that the Markov process starts in state (k, i) ∈ L(0). We then have the
following result.

Proposition 3.6 ([32, Theorem 9]) The block matrices Ĥ(k; ℓ), k, ℓ ∈ N, are determined by the
recursion:

Ĥ(k; ℓ) =





GĤ(k − 1; ℓ), k > ℓ,

Ĥ(1; 1) +GĤ(k − 1; k), k = ℓ ≥ 2,
ℓ−1∑

n=1

Ĥ(k;n)R(ℓ− n), k < ℓ,

where Ĥ(1; 1) = (I −Φ(0))−1 and Φ(0) =
∑∞

m=0A(m)Gm.
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We need some more definitions to describe the matrix-analytic expression of D. We define
µ(k) = (µi(k))i∈M1

, k ∈ N, as the column vector such that µi(k) is the mean first passage time to a
state in L(0), given that the M/G/1-type Markov chain {(Xν , Jν)} starts with state (k, i) ∈ L(k).
It then follows that

µ(k) = {I −G
k−1 + (k − 1)eg} {I −A+ (e−α)g}−1 e+G

k−1
µ(1), k ∈ N,

where α =
∑∞

m=0(m+ 1)A(m)e. In addition, we define P
(0) as

P
(0) = B(0) +UĤV .

Note here that P (0) is the transition probability matrix of a censored Markov chain with censoring
set L(0) ([31, Theorem 2]). Note also that the stationary distribution vector of P (0) is given by
x
(0) = (x(0)e)−1x(0). Furthermore, let

(I − P
(0))# = (I − P

(0) + ex
(0))−1 − ex

(0),

which is the group inverse of I − P
(0) (see [27]).

The following theorem presents a matrix-analytic expression of the deviation matrix D.

Theorem 3.7 If Assumptions 2.1 and 2.2 hold, then the deviation matrix D exists and

D = (I − ex)K,

where K := (K(k, i; ℓ, j))(k,i),(ℓ,j)∈F is a matrix such that K(k; ℓ) := (K(k, i; ℓ, j))(i,j)∈M
k∧1×Mk∧1

,
k, ℓ ∈ Z+, is determined by

K(0; 0) = (I − P
(0))#

{
I −

(
e+

∞∑

n=1

∞∑

m=1

B(m)Ĥ(m;n)e

)
x(0)

}
,

K(0; ℓ) = (I − P
(0))#

{
∞∑

m=1

B(m)Ĥ(m; ℓ)−

(
e+

∞∑

n=1

∞∑

m=1

B(m)Ĥ(m;n)e

)
x(ℓ)

}
, ℓ ∈ N,

K(k; 0) = G
k−1 {I −Φ(0)}−1B(−1)K(0; 0)− µ(k)x(0), k ∈ N,

K(k; ℓ) = Ĥ(k; ℓ) +G
k−1 {I −Φ(0)}−1B(−1)K(0; ℓ)− µ(k)x(ℓ), k, ℓ ∈ N.

4. Geometric convergence

In this section, we discuss the geometric convergence of the sequence {x(N);N ∈ N} under As-
sumptions 2.1 and 2.2. It follows from (2) and Theorem 3.7 that, for k ∈ Z6N

+ := {0, 1, . . . , N},

x
(N)(k)− x(k) = x

(N)(0)

[
∞∑

n=N+1

B(n)S(N,n, k) +
1

−σ
B(N − 1)ex(k)

]

+

N∑

ℓ=1

x
(N)(ℓ)

[
∞∑

n=N−ℓ+1

A(n)S(N,n+ ℓ, k) +
1

−σ
A(N − ℓ− 1)ex(k)

]
, (5)

where

A(n) =
∞∑

m=n+1

A(m), B(n) =
∞∑

m=n+1

B(m), n ∈ Z+ ∪ {−1},

and

S(N,n, k) = (GN−k −G
n−k)Ĥ(k; k) + (GN−1 −G

n−1) {I −Φ(0)}−1B(−1)K(0; k)

+ (GN−1 −G
n−1)

[
{I −A+ (e−α)g}−1 e− µ(1)

]
x(k).

Using (5), we obtain the following lemma, which provides a sufficient condition for the convergence
of {x(N);N ∈ N} to x.
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Lemma 4.1 If Assumptions 2.1 and 2.2 hold, then x
(N)(k) ≥ x(k) for all k ∈ Z6N

+ and

lim
N→∞

x
(N) = x.

For z ∈ C, let Â(z) :=
∑∞

k=−1 z
k
A(k) and B̂(z) :=

∑∞
k=1 z

k
B(k) with convergence radii rA

and rB, respectively. We then assume the following.

Assumption 4.2 It holds that rA > 1 and rB > 1.

Assumption 4.3 There exists a solution of det(I − Â(z)) = 0 for z ∈ (1, rA).

Remark 4.4 If Assumption 4.2 holds, then x is light-tailed [22, Theorem 2] and Assumption 2.2
is satisfied. Thus, it follows from Theorems 3.3 and 3.7 that if Assumptions 2.1 and 4.2 hold then
the deviation matrix D exists and (5) holds.

Remark 4.5 There exists a ∈ (1, rA) such that δ(y) < 1 for all y ∈ (1, a), where δA(z) denotes
the Perron-Frobenius eigenvalue of Â(z). Furthermore, δA(1) = 1, and δA(y) is continuous for
y ∈ (1, rA). Therefore, if limyրrA Â(y) > 1, then Assumption 4.3 is satisfied.

Let θ denote

θ = sup{y ∈ (1, rA); det(I − Â(y)) = 0}

= sup{y ∈ (1, rA); δA(y) = 1}.

Let vA(z) > 0 denote a right eigenvector of Â(z) corresponding to eigenvalue δA(z). It is known
(see [30, Lemmas 2.3 and 2.4]) that if Assumptions 2.1, 4.2 and 4.3 are satisfied then there exist
K ∈ N, γ ∈ (0, 1) and b ∈ (0,∞) such that

P
(N)

v ≤ Pv ≤ γv + b1L(K), N ∈ N, (6)

where v := (v(ℓ, i))(ℓ,i)∈F is given by

v(ℓ) := (v(ℓ, i))i∈M
ℓ∧1

=

{
ζe, ℓ = 0,

ζηℓvA(η), ℓ ∈ N,

with η ∈ (1, θ ∧ rB) and ζ = (1 − γ)−1. Pre-multiplying both sides of (6) by x
(N), we have

x
(N)

v ≤ b/(1− γ) <∞. Thus, we obtain the following lemma.

Lemma 4.6 If Assumptions 2.1, 4.2 and 4.3 hold, then

lim
N→∞

N∑

ℓ=1

ηℓx(N)(ℓ) <∞, η ∈ (1, θ ∧ rB).

For any functions f(n) and g(n), matrix-functions M(n) = (Mi,j(n))i,j and N(n) = (Ni,j(n))i,j
of the same order, we introduce the asymptotic notation:

f(n)
n
∼ g(n)

def
⇐⇒ lim

n→∞

f(n)

g(n)
= 1,

f(n)
n
≍ g(n)

def
⇐⇒ lim inf

n→∞

f(n)

g(n)
> 0 and lim sup

n→∞

f(n)

g(n)
<∞,

M(n)
n
∼N(n)

def
⇐⇒ Mi,j(n)

n
∼ Ni,j(n), for all i, j,

M(n)
n
≍N(n)

def
⇐⇒ Mi,j(n)

n
≍ Ni,j(n), for all i, j.

We now make an assumption on A(n) and B(n) in order to discuss the geometric convergence rate
of x(N) − x.
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Assumption 4.7 For some kA, kB ∈ Z,

A(n)
n
∼ nkAr−nA CA, B(n)

n
∼ nkBr−nB CB,

where CA and CB are nonnegative matrices.

Lemma 4.8 If Assumptions 4.2 and 4.7 are satisfied, then

A(n)
n
≍ nkAr−nA CA

n
∼ A(n), B(n)

n
≍ nkBr−nB CB

n
∼ B(n),

and thus A(n)
n
≍ A(n) and B(n)

n
≍ B(n).

Finally, using (5), Lemmas 4.1, 4.6 and 4.8, we obtain the main results of this paper.

Theorem 4.9 Suppose that Assumptions 2.1, 4.2, 4.3 and 4.7 are satisfied. The statements (i)
and (ii) below hold:

(i) If rB ≤ θ, then

lim
N→∞

x
(N) − x

α−N
= 0, α ∈ (1, rB).

(ii) If θ < rB, then

lim
N→∞

x
(N) − x

α−N
= 0, α ∈ (1, θ).

In addition, if G is aperiodic, then the statements (iii) and (iv) below hold:

(iii) If rB ≤ θ, then

lim
N→∞

|x(N) − x|

β−N
=∞, β > rB.

(iv) If θ < rB, then

lim
N→∞

|x(N) − x|

β−N
=∞, β > max(θ, λ2),

where λ2 denotes the second largest eigenvalue of G.
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2.

,

.

Φ = {Xi}
∞

i=1 , Pi = P .

Φ , , . Bo .

, Voronoi . ,

.

Fi i , Rayleigh

. , ℓ . ,

Io = P
∑

j 6=Bo
Fjℓ(|Xj |) . Io , SIR

.

SIR =
PFoℓ(|XBo |)

IBo

SIR θ .

, p(β, θ) = P (SIR > θ) . .[2]

p(β, θ) = P (SIR > θ)

= E[
∏

j 6=Bo

(
1 + θ

ℓ(Xj)

ℓ(XBo
)

)−1

]

3.

3.1.

, Haenggi [3]

,

.

G , p , p(ppp)

G .

p(Gθ)

p(ppp)(θ)
→ 1 , θ ↓ 0

G θ , θ 0

G . , .

p(Gθ)

p(ppp)(θ)
=

1 + p′(0)Gθ + o(θ)

1 + p′(ppp)(0)θ + o(θ)

≈
1 + p′(0)Gθ

1 + p′(ppp)(0)θ

,G .

G =
p′(ppp)(0)

p′(0)
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, .

p(Gθ) ≈ p(ppp)(θ) , G =
p′ppp(0)

p′(0)

1

3.2.

3.1 G . G

p p(ppp) . ,

.

2 , p(β, θ) = E[
∏

j 6=Bo

(
1 + θ

ℓ(|Xj |)
ℓ(|XBo |)

)−1

] p

. 2 .[6]

1 Φ = {Xi}i∈N . Bs = {x ∈ R2; |x| ≤ ℓ−1(ℓ(|XBo
|)/s)} ,

.

p(β, θ) = E[exp(−θ

∫
∞

1

Φ(Bs)− 1

s(θ + s)
ds)]

2 ( ) ℓ , Φ

,

p(β, θ) = E[exp
(
− θ

∫
∞

1

Φ(Bs)− 1

s(θ + s)
ds

)
]

, .

p′(0) = −

∫
∞

1

E[Φ(Bs)− 1]

s2
ds

, Bs = {x ∈ R; |x| ≤ ℓ−1(ℓ(|XBo |)/s)} .
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, .

1 ( ) ℓ ,

Φ ,

E[
∏

j 6=Bo

(
1 + θ

ℓ(Xj)

ℓ(XBo)

)−1

] = E[exp
(
− θ

∫
∞

1

Φ(Bs)− 1

s(θ + s)
ds

)
]

, .

p′(0) ≈ −λπ

∫
∞

1

∫
∞

0

(ℓ−1( ℓ(R)
s )−R2)

s2
P (|XBo | ∈ dR)ds

, Bs = {x ∈ R; |x| ≤ ℓ−1(ℓ(|XBo |)/s)} .

p′(0) = −

∫
∞

1

E[Φ(Bs)− 1]

s2
ds

= −

∫
∞

1

∫
∞

0

E[Φ((|XBo
|, ℓ−1(

ℓ(|XBo |)
s )|XBo

= R]

s2
P (|XBo | ∈ dR)ds

≈ −λπ

∫
∞

1

∫
∞

0

(ℓ−1( ℓ(R)
s )−R2)

s2
P (|XBo | ∈ dR)ds

3 .

, ℓ(x) = x−2β s .

p′(0) ≈
λπ

(β − 1)

∫
∞

0

R2P (|XBo | ∈ dR)

3.3. α-

, α- ,

.

3.3.1. α-

C ≃ R .

1 ( [7]) Φ Rd , µ (Rd,B(Rd)) .

, ρ(n) Φ µ n . , ,

f .

E[
∑

X1,...,Xn∈Φ
Xi 6=Xj ,i6=j

f(X1, X2, . . . , Xn)] =

∫ ∫
. . .

∫

Rd×n

f(x1, x2, . . . , xn)ρ
(n)(x1, x2, . . . , xn)

n∏

i=1

µ(dxi)

2 ( [7]) ρn , Φ µ

K : Rd × Rd → C .

ρn(x1, x2, . . . , xn) = det
(
K(xi, xj)

)
1≤i,j≤n

,
(
(K(zi, zj))

)
1≤i,j≤n

Rd × Rd .
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3 (α- [7]) C Φ µ(dz) = π−1e−|z|
2

m(dz) ,

K Φ α- .

K(z, w) = ezw/α, z, w ∈ C, α ∈ (0, 1]

,m C .

α- , α = 1 α→ 0

.[8] , α- 2 .

3 (Kostlan [7]) Xi, i ∈ N α- . ,

{|X1|
2, |X2|

2, . . . }
d
= {Y1, Y2, . . . }

, Yi, i ∈ N Yi∼Gamma(i, πλ/α) .

1 ( α- )) Φλ/α = {Xi}i∈N λ/α

, α- Φ .

Φ(C) =
∑

i∈N

ξi1C(Xi), C ∈ B(C)

,{ξi}i∈N P (ξi = 1) = α & P (ξi = 0) = 1− α .

3.3.2. α-

, α-

. ℓ(x) = x−2β

ℓ(x) = (1 + x2β)−1 .

4 ℓ , g ℓ(x) = g(x2) . , p α-

, .

p′(0) = −α2
∞∑

i=1

∑

k 6=i

EYi
[(g(Yi))

−1EYk
[g(Yk)1{Yi ≤ Yk}]

∏

j 6=i,k

(1− α+ αΓ(j, Yi))]

,{Yi}i∈N Yi∼Gamma(i, 1) .

Φ = {Xi}i∈N α- {ξi}i∈N P (ξi = 1) = α &

P (ξi = 0) = 1− α , {Yi}i∈N .

2 , Bs = {x ∈ R2; |x| ≤ g−1(g(|XBo |
2)/s)} Φ(Bs) − 1 = Φ(Bs\B1)

,

p′(0) = −

∫
∞

1

E[Φ(Bs)− 1]

s2
ds

= −

∫
∞

1

E[Φ(Bs\B1)]

s2
ds

, g ,

E[Φ(Bs\B1)] = E[
∑

k 6=Bo

1{|XBo
| < |Xk| ≤ g−1

(g(|XBo |
2)

s

)
}]

=
∞∑

i=1

∑

k 6=i

E[1{|Xi| < |Xk| ≤ g−1
(g(|Xi|

2)

s

)
}1{Bo = i}]
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|Xi|
2 , |Xk|

2 ≤ Yk ,

{Bo = i} = {|Xi|
2 < Yj , ξj = 1, j ∈ N\{i, k}} ∪ {ξj = 0}

,

E[1{|Xi|
2 < |Xk|

2 ≤ g−1
(g(|XBo

|2)

s

)
}1{Bo = i}||Xi|

2]

= αP (|Xi|
2 < Yk ≤ g−1

(g(|XBo |
2)

s

)
)
∏

j 6=i,k

(1− α+ αΓ(j, |Xi|
2))

, s ,

,

∫
∞

1

P (|Xi|
2 < |Xk|

2 ≤ g−1
(

g(|XBo |
2)

s

)

s2
ds =

∫
∞

1

1

s2

∫ g−1

(
g(|XBo

|

2)

s

)

|Xi|
2

yk−1e−y

(k − 1)!
dyds

=

∫
∞

|Xi|
2

yk−1e−y

(k − 1)!

∫
∞

g(|Xi|
2)

g(y)

1

s2
dsdy

= (g(|Xi|
2))−1EYk

[g(Yk)1{|Xi|
2 ≤ Yk}]

,

p′(0) = −α
∞∑

i=1

∑

k 6=i

E|Xi|
2 [(g(|Xi|

2))−1EYk
[g(Yk)1{|Xi|

2 ≤ Yk}]
∏

j 6=i,k

(1− α+ αΓ(j, |Xi|
2))]

= −α2
∞∑

i=1

∑

k 6=i

EYi [(g(Yi))
−1EYk

[g(Yk)1{Yi ≤ Yk}]
∏

j 6=i,k

(1− α+ αΓ(j, Yi))]

. 2

. α- p , {Yi}i∈N

Yi∼Gamma(i, 1) .

• l(x) = x−2β

p′(0) = −α2
∞∑

i=1

∑

k 6=i

EYi [Y
β
i EYk

[Y −β
k 1{Yi ≤ Yk}]

∏

j 6=i,k

(1− α+ αΓ(j, Yi))]

• ℓ(x) = (1 + x2β)−1

p′(0) = −α2
∞∑

i=1

∑

k 6=i

EYi [(1 + Yi)
βEYk

[(1 + Yk)
−β1{Yi ≤ Yk}]

∏

j 6=i,k

(1− α+ αΓ(j, Yi))]

3.3.3. α-

• ℓ(x) = x−2β

α- .

p′(0) ≈
λπ

β − 1

∫
∞

0

R2fXBo
(R)dR

=
λπ

β − 1
E[|XBo |

2]

=
λπ

β − 1

∫
∞

0

P (|XBo |
2 > R)dR

=
λπ

β − 1

∫
∞

0

∏

i∈N
(1− α+ αΓ(i, R))dR
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• ℓ(x) = (1 + x2β)−1

, .

P (|XBo | ≤ R) = 1− P (|XBo | > R)

= 1−
∏

i∈N

(1− α+ αP (Yi > R2))

, fXBo

f|XBo |
(R) =

d

dR
P (|XBo

| ≤ R)

= α
∑

i∈N

fYi(R
2)

∏

j 6=i

(1− α+ αP (Yi > R2))

,α- .

p′(0) ≈ −λπ

∫
∞

0

(s(1 +R2β)− 1)1/β −R2

s2
fXBo

(R)dR

= −λπ

∫
∞

0

(s(1 +R2β)− 1)1/β −R2

s2
fXBo

(R)dR

= −λπ
(∫

∞

0

∫
∞

R2β

u1/β

(1 + u)2
du(1 +R2β)f|XBo |

(R)dR−

∫
∞

0

R2f|XBo |
(R)dR

)

3.3.4.

.

p′(ppp)(0) = −

∫
∞

1

E[Φ(Bs)− 1]

s2
ds

= −

∫
∞

1

∫
∞

0

E[Φ(Bs\B1)||XBo | = R]

s2
dP (|XBo

| ∈ dR)ds

= −

∫
∞

1

∫
∞

0

λπR2(s1/β − 1)

s2
dP (|XBo | ∈ dR)ds

= −

∫
∞

1

∫
∞

0

λπR2(s1/β − 1)

s2
2λπRe−λπR2

ds

= −

∫
∞

1

s1/β − 1

s2
ds

=
1

β − 1

4.

, ℓ(x) = x−2 α- .

4.1.

• Poisson [1]

p(β, θ) =
1

1 + ρ(β, θ)

ρ(β, θ) =
θ

β

∫
∞

1

s1/β

s(s+ θ)
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• α-ジニブル点過程 [2]

p(β, θ) = α

∫ ∞

0

e−vM(α, β, θ, v)S(α, β, θ, v)dv

M(α, β, θ, v) =

∞∏

j=1

(1− α+ α
1

(j − 1)!

∫ ∞

v

sj−1e−s

1 + θ(v/s)β
ds)

S(α, β, θ, v) =
∞∑

1

vi−1

(i− 1)!
(1− α+

α

(i− 1)!

∫ ∞

v

si−1e−s

1 + θ(v/s)β
ds)−1

4.2. 精度の考察

　 β = 2として α-Ginibre点過程に対して解析結果とポアソン点過程近似の結果を比較する. 　

図 2 被覆確率

5. 結論と課題

　被覆確率のポアソン点過程近似を行い、精度の考察を行った. α-ジニブル点過程における被覆確率の計算

時間は近似を用いる事で 1/100程度になることを確認した. 一般の定常空間点過程に対して原点から一番

近い点の距離の分布を用いて近似できることを示した. このことにより, 一番近い点の距離の分布が分かれ

ば被覆確率を近似することができる.

　今後の課題としては, 他の空間点過程の原点から一番近い距離の分布を算出して実際に近似を行うとどの

程度の精度で近似が行えるかシミュレーションと比較することにより確かめたい. また, 一番近くの点の距

離の分布を算出することも煩雑になる場合があるので一番近い点の距離の分布自体の近似を考えることも

意義があると考えられる. また, 近似の精度評価を数式上で行いたい. 　
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Maintenance Optimization for Multiple-unit Systems
Based on Markov Decision Process

Lu Jin
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Abstract Advances in technology have led to systems becoming complex and comprising several different units.
Breakdowns of such systems are usually due to the deterioration of one or more units. This study first focused on the
optimal maintenance decision policy for a deteriorating system consisting of two units for which the deteriorations are
assumed to be different and mutually dependent. Three actions, keep operating, complete maintenance, and partial
maintenance, are available for each unit. Since the units structurally form a system, maintenance of either unit may
imply maintenance of the other unit as well. The decision-making problem is formulated as a Markov decision process
for which keep operating or a joint maintenance is chosen at each decision epoch. We investigated the structure of the
optimal maintenance policy for such a system which can minimizes the expected total discounted long-run cost. A set
of sufficient conditions for a monotone policy to be optimal was identified.

1. Introduction
Preventive maintenance that can prevent breakdowns of deteriorating systems before they occur has been
widely investigated. In most of the proposed models, systems deteriorate randomly over time and, unless
maintenance is taken, eventually fail. Maintenance managers decide when and how to perform maintenance
actions, such as repair and overhaul, with the objective of reducing the overall operating and maintenance
cost. Maintenance optimization finds the optimal balance between the costs and benefits of performing
maintenance actions.

The optimal maintenance decision-making problem for deteriorating systems with single unit has been
studied extensively, and one of the most important achievements in optimal maintenance problems has been
to identify the structure of optimal maintenance policies. Derman [4] proposed a structure called a control
limit policy and provided a sufficient condition for the optimality of a control limit policy for the keep and
replace problem in the perfect observation case. Lam and Yeh [10] presented algorithms for deriving optimal
maintenance policies to minimize the expected long-run cost for continuous-time Markov deteriorating sys-
tems. Elwany, Gebraeel, and Maillart [6] presented a model based on exponentially increasing deterioration
with the problem formulated as an Markov decision process and showed that the optimal replacement pol-
icy is a control limit policy. Kurt and Kharoufeh [8] generalized Derman’s model for deteriorating systems
operating in a controllable environment. They obtained sufficient conditions for the optimality of a control
limit policy. Byon, Ntaimo, and Ding [2] investigated the optimal maintenance policy for wind turbines
operating under stochastic weather conditions, focusing on the effect of weather conditions on maintenance
lead time.

With the improvement of technology, systems become huge and complex. Such systems are composed
of multiple units with possibly different types of deteriorations.

Many researchers have considered the optimal maintenance policies for multiple-unit system and some
of the proposed models are for the case in which deterioration is independent between units. Thomas [13]
investigated a deteriorating system with multiple units and compared the replacement of the whole system
with the replacement of individual units. Sethi [12] considered a system consisting of two identical units
for which the failure are occur independent. Each unit has two states (good and failure) and three actions
(keep operating, replace one unit, replace both units). A monotone policy with respect to elapsed time was
derived under certain conditions. Kawaguchi and Suzuki [7] investigated a multiple-unit system without
deterioration. The true states in their model are not known directly and are monitored simultaneously using
several monitors. They first defined monotone policies in the strict and weak senses and provided a sufficient
condition under which a weakly monotone policy becomes optimal in view of a minimum total expected cost.
Wijnmalen and Hontelez [15] and van der Duyn Schouten and Vanneste [5] discussed the optimal decision
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problem for a multi-unit system under perfect observations on the basis of the results of simulation. Barbera,
Schneider and Watson [1] considered a system of two independent units in series and studied the optimal
solution to minimize the long-run expected cost of maintenance actions and failures.

During the past decades, there has been a growing interest in the modeling and optimization of mainte-
nance of system consisting of multiple dependent units, because people have realized that iterations between
units in a system cannot be neglected and should be taken into account in maintenance decisions. Interac-
tions between units can be classified into three different types (Thomas [14]): economic dependence, struc-
tural dependence, and stochastic dependence. Economic dependence means that either costs can be saved
when several units are jointly maintained instead of separately or the opposite. Dekker and Wildeman [3]
reviewed the literature on multiple-unit maintenance models with economic dependence. Lai and Chen [9]
investigated a maintenance policy for a two-unit system with failure rate interaction between units. The
components in their model are stochastic dependence, and the failure of component 1 affects the failure rate
of unit 2 while the failure of unit 2 causes unit 1 to instantaneously fail. They derived the long-run expected
cost per unit time by introducing relative costs as a criterion of optimality and discussed the optimal period
that minimizes that cost.

Most multiple-unit maintenance models consider independent case or only one of the three dependences,
whereas in practice, the dependences in a multiple-unit system are more complicated. In this paper, we in-
vestigate the optimal maintenance decision problem for a deteriorating system with two dependent units.
Besides keep operation, two types of maintenance actions, partial maintenance (repair) and complete main-
tenance (overhaul), are available for each unit. Due to the interaction between two units, a joint maintenance
policy should be determined based on the information of both units. In the model, the economic dependence
(interaction between maintenance costs), the structural dependence (interaction between the actions be im-
plemented to the two units), and the stochastic dependence (interaction between deteriorations of two units)
are taken into account. We formulate this problem as a Markov decision process (MDP) and analytically
explore the properties of the optimal policy along any deteriorating path. We provide a set of conditions for
the existence of the optimality of a monotone policy in a sense of component-wise order.

2. Model and Formulation
In this research, we investigate the optimal maintenance decision problem for a deteriorating system with
two dependent units. Besides keep operation, two types of maintenance actions, repair and overhaul, are
available for each unit. Due to the interaction between two units, a joint maintenance policy should be
determined based on the information of both units. In the model, the economic dependence (interaction
between maintenance costs), the structural dependence (interaction between the actions be implemented to
the two units), and the stochastic dependence (interaction between deteriorations of two units) are taken
into account. We formulate the decision-making problem as a Markov decision process and determine an
optimal joint maintenance policy which minimizes the expected long-run cost of a two-unit system over an
infinite horizon.
2.1. Model Description
Suppose that the system consists of two different units, U1 and U2. The deterioration of unit Uk (k = 1, 2)
can be measured as one of a finite number of states from space Sk = {0, 1, . . . , nk}. The states are ordered
to reflect the level of deterioration. That is, 0 denotes a new state, and nk refers the most worn state, of
unit Uk. The deterioration level of the whole system is evaluated using a two-dimensional information
vector s = (s1, s2) in space S = S1 ⊗ S2, where sk is the deterioration state of Uk. We call s the system’s
information vector. We introduce a partial order among vectors to compare information vectors of the
system. For s = (s1, s2) and s′ = (s′1, s

′
2), if si ≤ s′i for i = 1, 2, then we say s′ is greater than s in the sense

of component-wise ordering, denoted by s ≤c s′. In this research, s′ represents a more deteriorated state of
the system than s, if s ≤c s′.

A decision is made whether to continue system’s operation for an additional unit of time period, or
to take one maintenance action from several options referring to the information s = (s1, s2). If “keep
operating” (without taking any action to either unit) is selected for information vector s, operation cost K(s)
is incurred and both units are deteriorating for the current time period. Note that any unit can not recover by
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themselves. We assume that the deterioration of system follows f (u|s), which is a conditional probability
that the system deteriorates to u(≥c s) from s.

For a system which is formed by several units structurally, the maintenance of either unit implies main-
tenance of other units. Let ak (k = 1, 2) represents an action implemented to unit Uk. ak takes a value of
1 or 0. Here ak = 0 represents a complete maintenance such as “overhaul” and ak = 1 represents a partial
maintenance such as “repair”. Overhaul recovers the deterioration of a system perfectly, while repair just
recovers the deterioration partially. If ak = 0, overhaul cost Ok is incurred for Uk, and the state of Uk is
reset to 0. If ak = 1, repair cost Rk(sk) is incurred for Uk, and the deterioration state of Uk will be improved
to a prespecified level rk(< sk). Rk(sk) depends on the current state sk since the unit with a more deterio-
rated state usually needs a costly repair than that with a better state. Therefore, four types of maintenance
actions, a = (a1, a2) ∈ {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}, are available for a two-unit system. The corresponding
maintenance costs for action a = (a1, a2) is given as

Ca(s1, s2) =


R1(s1) + R2(s2) for a = (1, 1)
R1(s1) + O2 for a = (1, 0)
O1 + R2(s2) for a = (0, 1)
O12 for a = (0, 0)

. (1)

We assume that O12 ≤ O1+O2 since that the overhaul cost can be saved when two units are joint overhauled
instead of separately.

Let G(a1, a2) = 2 − (a1 + a2) be the size of action (a1, a2) which represents the scale of a maintenance
action. As the size shown, for overhaul of the whole system, G(0, 0) = 2, and it is the largest maintenance
action, while for repairs of both units, G(1, 1) = 0, is the smallest maintenance action for the system. For
convenience, let M(G),G = 0, 1, 2 denote the maintenace actions with three different size, respectively.
2.2. Formulation of Maintenance Decision-making Problem
The decision-making problem can be formulated as an MDP, which is a sequential decision making model.
Union of the sets SH for all the paths forms the space of information vectors S. The maintenance manager
should decide whether continue operating the system or choose a maintenance action (a1, a2) to minimize
system’s total expected cost on the basis of s ∈ SH . Let

KV (N)(s) = K(s) + β
∑
s≤cu

f (u|s)V (N−1)(u) (2)

be the total expected cost if keep operating is selected for information vector s and optimal decision policy
is followed for the remaining N − 1 time periods. Here, β (0 < β < 1) is a discount factor.

Let
MV (N)(s) = min

a
{MV (N)(s|a)} (3)

be the minimal total expected maintenance cost of the process starting at state s = (s1, s2) over N time
periods. Here,

MV (N)(s|a) = Ca(s) + βV (N−1)(a ◦ r) (4)

is the expected maintenance cost if action a is selected for s. The maintenance action will take one time
period and the deterioration of system is recovered to a◦r. Here a is the action to be selected and r = (r1, r2),
in which rk is the prespecified level of Uk improved by a partially repair.

An optimal policy is a sequence of optimal actions for every possible s. In the decision-making process,
the optimal action that minimizes the total expected cost for each s can be determined by solving a set of
equations:

V (N)(s) = min
{
KV (N)(s),MV (N)(s)

}
. (5)

Let V (0)(s) = 0 for any s. From the standard argument of contraction mapping theory [11], KV (N)(s) and
MV (N)(s) converge to KV(s) and MV(s) respectively as N tends to infinity. Therefore, we have a recursive
function for the optimal total expected cost function:
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V(s) = min {KV(s),MV(s)} . (6)

3. Optimal Maintenance Decision-Making
In this section, we investigate the optimal maintenance decision-making problem for a two-unit deteriorating
system. The properties of the optimal expected cost function are examined, and the optimal maintenance
policy is found to be given by a monotone policy.

When we focus on a state space in which the deteriorating states ordered by a component-wise order, if
the ordered state space can be divided into at most two regions, {keep region, maintenance region}, we call
this kind of decision policy, a monotone policy in the sense of a component-wise order.
3.1. Assumptions
We made the following assumptions regarding the deterioration process. Note that we consider functions to
be either increasing or decreasing in the weak sense throughout this paper.

(A-1) For any state u and u′ ∈ S ,

f (u′|s) f (u|s′) ≤ f (u ∧ u′|s) f (u ∨ u′|s′) (7)

for any s ≤c s′. Here u ∧ u′ = (min{u1, u′1},min{u2, u′2}) and u ∨ u′ = (max{u1, u′1},max{u2, u′2}).
(A-2) K(s) is increasing in s in the sense of a component-wise order.
(A-3) Ca(s) is increasing in s in the sense of a component-wise order.
(A-4) K(s) −Ca(s) is increasing in s in the sense of a component-wise order.
(A-5) For two maintenance actions a and a′ for which G(a) < G(a′), Ca(s)−Ca′(s) is increasing in s in the

sense of a component-wise order.

Assumption (A-1) means that, as the system deteriorates, the system is more likely to move to a more
deteriorated state. (A-1) is known as a weak multivariate monotone likelihood ratio order [16], which is
the extension of monotone likelihood ratio of one-dimensional state transition probabilities. Assumption
(A-2) implies that the operation cost per unit time period do not decrease with the deterioration of the
system. Assumption (A-3) implies that, the repair cost of one unit depends on its current state. A more
deteriorated unit needs more expensive repair cost to recover it to a certain level. Assumption (A-4) implies
that, as the state deteriorates, the advantage of maintenance becomes larger than that of keeping it operating.
Assumption (A-5) implies that, as the system deteriorates, the advantage of large scale maintenance becomes
larger than that of small scale maintenance.
3.2. Properties of Optimal Maintenance Policies
Under Assumptions (A-1) to (A-5), we derive the following theorems.

Lemma1:
For any deteriorating state s, KV(s)−MV(s|a) for any a is increasing in s in the sense of a component-wise
order.
Theorem 1:
Under Assumptions (A-1) to (A-5), the optimal policy is given by a monotone policy.
Theorem 2:
Under assumptions (A-1) through (A-5), the scale of optimal maintenance action becomes larger as the
system deteriorates.

Lemma 1 ensures the establishment Theorem 1 under Assumptions (A-1) to (A-5). Theorems 1 and 1
define the properties of the optimal maintenance decision. Theorem 1 shows that under some reasonable
assumptions, there is exist at most one threshold for keep operation and maintenance. Theorem 2 shows
that the assumptions presented in section 3.1 are sufficient for an increasing trend in the scale of the optimal
maintenance.
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4. Numerical Example

Table 1 Operation cost K(s1, s2)
s1

0 1 2 3 4
0 30 40 50 80 150
1 40 50 60 90 160

s2 2 50 60 70 100 170
3 80 90 100 110 180
4 150 160 170 180 250

Here we present a numerical example. Consider a system consisting of two units (U1 and U2 ) for which
the deterioration can be classified into one of five states:s1, s2 ∈ {0, 1, 2, 3, 4} where 4 means the greatest
deterioration. We assume that operation cost K(s1, s2) for every (s1, s2) pair is given as shown in Table 1.
Repair can recover the state of both units to state 1; the repair costs are given by R1(s1) = 16 + 10s1 and
R2(s2) = 16 + 10s2. If the system is in a state better than (1, 1), repair is not selected. The overhaul costs
for U1 and U2 are O1 = 114 and O2 = 164. The cost of overhauling the whole system is O12 = 227 since
overhauling the two units simultaneously reduces some of the cost. These cost functions satisfy assumptions
(A-2)-(A-5). We assume that discount factor β is 0.96.

The system deteriorates in accordance with

f (u|s)s1,s2∈{0,1,2,3,4} =


0.9 u = s
0.1 u = (min(s1 + 1, 4),min(4, s2 + 1))
0 otherwise

. (8)

and assumption (A-1) holds for f (u|s).

Table 2 Optimal action for every (s1, s2)
s1

0 1 2 3 4
0 K K K a = (0, 1) a = (0, 1)
1 K K a = (1, 1) a = (0, 1) a = (0, 1)

s2 2 K a = (1, 1) a = (1, 1) a = (0, 0) a = (0, 0)
3 a = (1, 1) a = (1, 1) a = (0, 0) a = (0, 0) a = (0, 0)
4 a = (1, 1) a = (0, 0) a = (0, 0) a = (0, 0) a = (0, 0)

We calculated KV(s1, s2) and MV(s1, s2|a) for every (s1, s2) pair on the basis of these parameters. Taking
the action that has the minimal value for every state as the optimal action, we obtain the optimal action for
every (s1, s2), as shown in Table 2. The state space is divided into two regions:“ keep operating”(cells
with “K”) and“ perform maintenance” (cells with “a”). The different types of maintenance represents
different sizes of the maintenance action to be taken. Since the size of the action represents its scale, we can
see that a maintenance action with a larger scale is more likely to be implemented as a system deteriorates in
the sense of component-wise ordering. For example, if we focus on the states on one sample path {(2, 0)→
(3, 1) → (4, 2) → (4, 3) → (4, 4), } which is one pattern of system deterioration starting from (2, 0), the
optimal action changes from “Keep operating” to “Maintenance” once. Furthermore, the corresponding
optimal actions are {“K” → “M(1) = (0, 1)” → “M(2) = (0, 0)” → “M(2) = (0, 0)” → “M(2) = (0, 0)”}.
The action M(1) = (0, 1) represents a maintenance action with size 1, i.e., the the overhaul of U1 and repair
of U2, and M(2) = (0, 0) represents a maintenance action with size 2, i.e., the overhaul of both units. This
numerical example shows that the optimal action for a two-unit system is given by a monotone policy, and
the scale of optimal maintenance action becomes larger as the system deteriorates.
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5. Conclusion
While optimal decision-making problems for multiple-unit systems of which the units deteriorate indepen-
dently have been investigated in previous studies, we investigated an optimal maintenance decision-making
policy for a system with two dependent units. In this research, the economic dependence, the structural
dependence, and the stochastic dependence are taken into account. We formulated the decision-making
problem as a Markov decision process and derived a set of sufficient conditions for the optimal joint main-
tenance policy to be given by a monotone policy. Furthermore, we found that it is preferable to implement
a maintenance action with a larger scale as the system deteriorates.
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Monotone properties of an optimal maintenance policy for a Markovian
deteriorating system with imperfect repair and incomplete information

Nobuyuki Tamura
Department of Industrial and Systems Engineering

Hosei University

Abstract This paper considers a system whose deterioration is modeled as a discrete-state and discrete-time
Markov chain. At each discrete time point, one of the following three actions can be taken: operation (wait),
repair, or replacement. After operation, the system deteriorates according to the Markov chain and it is
monitored to obtain some incomplete information on the degree of the deterioration. We propose a partially
observable Markovian decision process (POMDP) model with imperfect repair. When imperfect repair is
repeated, the system is less likely to move to better states after completion of repair. We show that, under
certain assumptions, a control-limit policy is optimal. Furthermore, we provide several structural properties
on the optimal maintenance policy focused on repetition of imperfect repair.

1. Introduction

Since any system necessarily deteriorates due to usage or age, it cannot remain in good operating
conditions and will eventually fail without maintenance. Therefore, it is important to decide when
and how to take maintenance actions. Many previous studies have been conducted on solving
maintenance problems mathematically. The papers by Pierskalla and Voelker [12], Sherif and
Smith [15], Valdez-Flores and Feldman [18], Cho and Parlar [1], Dekker [2], and Wang[19] are
excellent reviews of the subject. In the case of studies on the idea of imperfect maintenance and its
applications to optimal maintenance problems, the paper by Pham and Wang [11] provides many
examples.

If we assume that the deterioration levels of a system correspond to a finite set of non-negative
integers, then the deterioration process of the system can be described as a Markov process with
an absorbing state which expresses failure of the system. This model is called a Markovian deteri-
orating system. Derman [3] first studied the Markovian deteriorating system and derived sufficient
conditions that a control-limit policy holds. Douer and Yechiali [4]), and Tamura [16] studied a
Markovian deteriorating system for which repair or replacement can be selected as a maintenance
action and showed that a generalized control-limit policy holds under several reasonable assump-
tions. These models assume that the true state of the system can be identified with certainly at
any given time.

Unfortunately, we do not always detect the true state of a system. If it is costly and/or time
consuming to observe a system directly, we use partial(incomplete) information on the deterioration
of the system. For this situation, partially observable Markov decision process (POMDP) models
are appropriate. POMDP models consider a system that is monitored by some mechanism which
gives partial information on the state of the system but does not necessarily tell its true state.
Monahan [8] gave an excellent review of this subject. Ohnish et al. [9] proposed the maintenance
problem via a POMDP model and derived sufficient conditions that the optimal maintenance policy
satisfies the so-called “monotonic properties”by using the theory of stochastic order relations. Also,
Ivy et al. [5] and Tamura et al. [17] studied a POMDP model with imperfect repair. However, these
models assumed that repetition of repair does not influence degree of its imperfection.

The present paper considers a system whose deterioration follows a discrete-state and discrete-
time Markov chain with an absorbing state. At each discrete time point, the true state of the
system is not identified but is monitored instead to obtain partial information on the deterioration
of the system. For this system, we propose a POMDP model with imperfect repair. As the system
repeatedly undergoes repair, it becomes less likely to move to a better state after each completion
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of repair. For the model, we provide the total discounted cost for an unbounded horizon and
examine under what assumptions a control-limit policy is optimal. Furthermore, we examine the
monotonicity of the optimal maintenance policy.

This remainder of the paper is organized as follows. In the next section, we explain the structure
of the model in detail. In section 3, we provide the mathematical formulation as a partially
Markov decision process model. In section 4, we derive several structural properties of the optimal
maintenance policy that minimizes the expected total discounted cost for an unbounded horizon.
Finally, we present our conclusions in section 5. The proofs for the theorems and lemmas in section
4 are summarized in the appendices.

2. Model description

We consider a system whose deterioration follows a discrete-time and discrete-state Markov chain
with an absorbing state. The system can be classified into one of N + 1 states. State 0 represents
the process before any deterioration takes place, that is, the initial new state, whereas N is the
failure state of the system. The intermediate states 1, · · ·, N − 1 are ordered to reflect the relative
degree of deterioration in ascending order. At each discrete time point, we can select from one of
three possible actions: operation(wait), repair, or replacement.

Let pij be the transition probability of the Markov chain and P be the transition probability
matrix. S = {0, 1, · · · , N} is the state space of the Markov chain. We let qij(m) denote the repair
probability that the system is returned to state j from state i through repair when the system has
already undergone m repairs. Also, we let xi denote the probability that the true state of a system,
which has already undergone m repairs, is i ∈ S = {0, 1, · · · , N} and set x = (x0, x1, · · · , xN ).
Hereafter, we call x the state vector of the system. Also, ei means the N + 1 dimensional vector
that has ith element 1 and all other elements zero. We consider actions to be selected based on the
state vector and the number of repairs instead of the true state.

When wait (W ) is selected, the system is operated for one period. Thus, a system in state i
moves to state j with probability pij at the next time point according to the Markov chain. After
operation, we monitor the system and obtain the outcome which has some relation to the true state
of the system. We assume that the relationship between the outcome of the monitor θ and the true
state of the system i is given as follows.

γiθ = Pr{the outcome is θ | the operated system stays in state i}.
We define (Γ)iθ = γiθ and assume θ ∈ M = {1, · · · ,M}. As a result, operating cost ui is incurred.
As defined above, when repair (RR) is selected, a system in state i, which has already undergone
m repairs moves to state j with probability qij(m). We define (Q(m))ij = qij(m). In this case,
repair cost ri(m) is incurred. After completion of repair, the true state of the system is identified
and an optimal action is selected. When replacement (RT ) is selected, a system in state i moves
to state 0 without fail and replacement cost ci is incurred.

We define

u = (u0, · · · , uN )�, r(m) = (r0(m), · · · , rN (m))�, c = (c0, · · · , cN )�,

FN+1 = {f ∈ RN+1 | fi−1 ≤ fi (1 ≤ i ≤ N)},
where � means transportation.

We analyze our model based on the properties of the stochastic order relations(e.g. see Karlin [6],
Kijima [7]). The properties are very important in the study of these types of problems.

As part of our definitions, we also assume that a nonnegative matrix B is defined on the state
space N , where N = {0, 1, 2, · · · , n}.
Definition 1. The matrix B ∈ TP2 if and only if

bhjbik − bhkbij ≥ 0

for h ≤ i and j ≤ k.
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Definition 2. The matrix B ∈ SI if and only if

n∑

j=h

bij ≤
n∑

j=h

bkj

for i ≤ k.

B ∈ TP2 means B has the property of totally positive of order 2. Similarly, B ∈ SI means B

has the property of stochastic increasing. Hereafter, if a matrix

(
a�

b�

)
∈ TP2 for vectors a and b,

then we write a
T≺b. Also, if

s+1∑

i=k

ai ≤
s+1∑

i=k

bi

then we write a
S≺ b.

For the model, we impose the following assumptions on the costs and the probabilities.

Assumption 1. For any m, u ∈ FN+1, r(m) ∈ FN+1, and c ∈ FN+1.

Assumption 2. For any i, ri(m) is increasing in m.

Assumption 3. For any m, u− r(m) ∈ FN+1, u− c ∈ FN+1, and r(m)− c ∈ FN+1.

Assumption 1 means that as the system deteriorates, it becomes more costly to operate, repair,
or replace the system. This assumption would appropriately reflect real situations. Assumption
2 means that it becomes more costly to repair the system with repetition of repair. Thus, this is
related to a technical difficulty with repetition of repair. We can interpret Assumption 3 as follows.
As the system deteriorates, the merit of repair or replacement increases relative to that of operation.
In addition, the merit of replacement increases relative to that of repair with deterioration.

Assumption 4. For any m, P and Q(m) are totally positive of order 2 (TP2).

If P ∈ TP2 then P ∈ SI. Hence, Assumption 4 indicates that as the system deteriorates, it becomes
more likely to move to a worse state. Similarly, since Q(m) ∈ SI because of Q(m) ∈ TP2, the
system becomes less likely to move to a better state after completion of repair with deterioration.

Let qi(m) denote the ith row vector of the matrix Q(m). This comprises the probability that the
system in state i, which has already undergone m repairs, moves to different states after completion
of repair. Then we impose the following assumption to express the influence of repetition of repair
on the system.

Assumption 5. For any m and i ∈ S, qi(m)
T≺ qi(m+ 1).

Assumption 5 indicates that as the system repeatedly undergoes repair, it becomes less likely to
move to a better state after completion of repair.

3. Formulation

Our problem can be modeled as a partially observable Markov decision process. Let β (0 < β < 1)
be a discount factor.

Although we consider a Markov chain with stationary probabilities, the repair probabilities
depend upon the number of repairs. For the formulation, we define a set X by

X =

{
x ∈ RN+1

∣∣∣ xi ≥ 0 for i ∈ S,
N∑

i=0

xi = 1

}
.

Furthermore, we let V (x,m) denote the optimal total expected discounted cost for an un-
bounded horizon when the state vector is x and the number of repairs is m.

When the system is operated at state vector x, the probability that the outcome of the monitor
is θ is given by

P (θ|x) =
∑

i

∑

j

xipijγjθ.
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We let T (j|x, θ) denote the probability that the true state of the system is j given that the outcome
is θ after the system is operated at state vector x. T (j|x, θ) is expressed as

T (j|x, θ) =
∑

i xipijγjθ∑
i

∑
j xipijγjθ

,

via Bayes’ formula. Thus, when Action W is selected at state vector x, the state vector at the
next time point becomes T (x, θ) where (T (x, θ))j = T (j|x, θ). We let W (x,m) denote the total
expected discounted cost when Action W is taken at state vector x, the number of repairs is m,
and the optimal maintenance policy is employed afterwards. Hence, W (x,m) is given by

W (x,m) = x�u+ β
∑

θ

P (θ|x)V (T (x, θ),m). (1)

When the system is repaired at state vector x and has already undergone m repairs, it moves to
state j with probability (x�Q(m+1))j . Afterwards, the true state is identified through inspection
and an optimal action is selected. Thus, we let RR(x,m) denote the total expected discounted
cost when Action RR is selected at state vector x, the number of repairs is m, and the optimal
maintenance policy is employed afterwards. Hence, RR(x,m) is given by

RR(x,m) = x�r(m+ 1) + β
∑

j

(x�Q(m+ 1))jV (ej ,m+ 1). (2)

When the system is replaced at state vector x and has already undergone repair m times, it is
returned to state 0 without fail and an optimal action is selected. Thus, we let RT (x,m) denote
the total expected discounted cost when Action RT is selected at state vector x, the number of
repairs is m, and the optimal maintenance policy is employed afterwards. Hence, RT (x,m) is given
by

RT (x,m) = x�c+ βV (e0, 0). (3)

From the theory of dynamic programming (Ross [14]), V (x,m) is expressed by the following
recursive equation.

V (x,m) = min [W (x,m), RR(x,m), RT (x,m)] . (4)

4. Structure of the optimal maintenance policy

This section provides several structural properties of the optimal maintenance policy. As a prelim-
inary, we give some results below.

Theorem 1. For any m, V (x,m) is a concave function of x, and if x1
T≺ x2, then V (x1,m) ≤

V (x2,m). Also, for any x ∈ X, V (x,m) is increasing in m.

We can prove Theorem 1 by using mathematical induction. From the argument of the proof of
Theorem 1, we have the following corollaries.

Corollary 1. For any m, W (x,m) is concave in x.

Corollary 2. For any m, W (x,m) and RR(x,m) are increasing in x ∈ X with respect to TP2.
Also, for any x ∈ X, W (x,m) and RR(x,m) are increasing in m.

Using these results, some lemmas are obtained as follows.

Lemma 1. For any m, if x1
T≺ x2, then

W (x1,m)−RT (x1,m) ≤ W (x2,m)−RT (x2,m),

RR(x1,m)−RT (x1,m) ≤ RR(x2,m)−RT (x2,m).

Lemma 2. For any m, W (x,m)−RR(x,m) is concave in x.

Lemma 3. For any x ∈ X, W (x,m)−RT (x,m) and RR(x,m)−RT (x,m) are increasing in m.
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These results are useful for deriving structural properties of the optimal maintenance policy.
Now we let D(x,m) denote an optimal action at state vector x and number of repairs m. By using
Lemmas 1, 1, and 2, a control-limit policy is optimal as follows.

Theorem 2. Suppose any x̃ and x̂ (x̃
T≺ x̂). Then, for any m, there exist real numbers α̃m, ᾱm,

and α̂m such that

D(xα,m) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

W for 0 ≤ α < α̃m,
RR for α̃m ≤ α < α̂m,
W for α̂m ≤ α < ᾱm,
RT for ᾱm ≤ α ≤ 1,

where xα = (1− α)x̃+ αx̂ and 0 ≤ α̃m ≤ ᾱm ≤ α̂m ≤ 1.

Also, according to Lemma 3, we can derive a property of the control-limit ᾱm under repetition
of repair. In this paper, the control-limit means the state vector such that replacement is optimally
selected for the system which has already undergone m repairs.

Theorem 3. ᾱm is decreasing in m.

Theorem 3 means that, since it becomes more costly to repair the system and less likely to be
repaired to a better state with repetition of repair, to select replacement is more preferable than
repair for a system which has undergone more repairs at smaller state vectors with respect to TP2.

Furthermore, by using Lemma 3 and Theorems 2 and 3, we obtain that the optimal maintenance
policy satisfies the following monotone property.

Theorem 4. There exist integers m′ and m∗ such that, if 0 ≤ m < m′, then

D(xα,m) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

W for 0 ≤ α < α̃m,
RR for α̃m ≤ α < α̂m,
W for α̂m ≤ α < ᾱm,
RT for ᾱm ≤ α ≤ 1,

and if m′ ≤ m < m∗, then

D(xα,m) =

⎧
⎨
⎩

W for 0 ≤ α < α̃m,
RR for α̃m ≤ α < ᾱm,
RT for ᾱm ≤ α ≤ 1,

if m = m∗ then

D(xα,m) =

{
W for 0 ≤ α < ᾱm,
RT for ᾱm ≤ α ≤ 1,

where xα = (1− α)x̃+ αx̂, 0 ≤ α̃m ≤ ᾱm ≤ α̂m ≤ 1, and 0 ≤ m′ ≤ m∗.

Hence, m∗ is the optimal number of repairs for the system because Action RR is not selected
when the number of repairs reaches m∗. Also, we find that the optimal maintenance policy may be
characterized by four regions at most. If m′ = m∗, then the structure of the optimal maintenance
policy agrees with that of Ohnishi et al. [9].

5. Conclusion

In this paper, we have proposed a POMDP model for a Markovian deteriorating system with
imperfect repair. As the system repeatedly undergoes imperfect repair, it becomes less likely to
move to a better state after completion of repair. We have derived the total expected discounted
cost for an unbounded horizon. For the model, we have shown that the control-limit policy is
optimal under certain reasonable assumptions. Furthermore, we have investigated the behavior
of the optimal maintenance policy with repetition of repair. As a result, we have shown that
the optimal maintenance policy is monotonic and may be characterized by four regions at most.
Finally, we have found that there exists an optimal number of repairs. These results are useful for
numerically determining an optimal maintenance policy. However, since imperfect repair influences
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the stochastic behavior of the system, we have adopted stricter assumptions than SI for the repair
probabilities.

Future work includes deriving conditions under which the number of regions of the optimal
maintenance policy is at most three. This means that we have to obtain conditions such that
m′ = m∗. Also, to numerically solve our problem more efficiently, it is important to find a finite
upper bound on the optimal number of repairs.
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契約電力超過確率最小化に関する研究

*小柳 淳二,古林 雄貴,河野 大地 (鳥取大学)

概要：本研究では，電力料金に影響を与える契約電力を超過する確率を最小にする運用政策について考察する．
電力料金の値上げにより，企業などでは光熱費の削減が重要な問題である．契約電力を抑えることは，１年間
の基本料金の削減につながり，夏季の冷房，冷凍装置の制御により，契約電力を抑えることができれば，短期
間の節電以上の光熱費削減効果が期待できる．電気機器のオンオフをシステムの状態変化につながるアクショ
ンととらえることで，マルコフ決定過程として，契約電力超過確率の最小化問題を定式化し，最適政策の性質
を分析する．

1. はじめに

電力の料金の削減は，企業などにおいて経費削減の方法として重要である．電力会社では 30 分間ご

とに利用された電力の平均値（平均電力）（図 1）を出し，そのうち月間で最も大きな数値がその月

の最大需要電力であり，契約電力は当月を含む過去１年間で最大需要電力により決定される（図 2）

[1]．あるいは，多くの電力を使う企業などでは，契約電力を電力会社と契約を結ぶことで決定するこ

ともある．電力料金の基本料金は，契約電力に比例して１年間にわたって増加する，あるいは事前に

契約している場合には，契約電力を超えることにより，超過分のペナルティ料金を請求される場合な

どがある．したがって，契約電力を低く抑える，あるいは，契約電力を超えないように電気を使用す

ることは電力料金を抑えるために必要である．

30 分

30 分間の
平均電力

時間

電力

図 1: 30 分間の平均電力

2. システムの状態と目的

冷房装置により，冷却される n 個の部屋を持つシステムを考え，各部屋の温度レベルを表現する状

態の番号 （0, 1, . . ., l，0 が最低温度，l が最高温度）を考える．離散時間システムを考え，１単

位時間ごとに，各部屋の温度レベルを知ることができ，各部屋ごとに冷房のオンオフを制御できる

ものとする．状態としては，部屋の温度レベルの状態 i⃗ = (i1, . . . , in) に対し，アクションとして，

部屋 k (k = 0, . . . , n）の冷房のオンオフ sk = 0, 1 （0 がオフ，1 がオン）を決定する問題となる．

１期間オンオフを維持することで，次の期間の温度レベルが変化する．現在の状態 i⃗ とアクション

s⃗ = (s1, . . . , sn) に対して次の状態が j⃗ = (j1, . . . , jn) になる確率を p(⃗j |⃗i, s⃗) で表現できると仮定する．
本研究では，簡単に各部屋の温度変化は独立に生じるものとし，部屋 k の温度レベルが i で
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月

電力

1 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5

2015 年 2016 年

2015 年 3 月の最大需要電力による契約電力
2015 年 3 月から 2016 年 2 月までは

2016 年 3 月から 2015 年 5 月の
最大需要電力による契約電力

図 2: 最大需要電力と契約電力

1. 冷房オンのときには確率 dk(i) で温度レベルが i− 1 に変化し，1− dk(i) で温度レベル i のま

まとする．（dk(0) = 0）

2. 冷房オフのときには確率 uk(i) で温度レベルが i+1 に変化し，確率 1− uk(i) で温度レベルが

i のままとする．ただし，温度レベルが l のときには必ず冷房をオンにするものとする．

n 個の部屋のうち，契約電力内で冷房をオンにできる数を f 個までとし，温度レベル l の部屋にお

いては必ず冷房をオンにしなければならない条件のもとで，指定期間内で f +1 個以上の部屋で冷房

をオンにする確率を最小にすることが目的となる．

3. 定式化

指定期間を残り t+ 1 期間として，現在の状態 i⃗ に対して指定期間内で契約電力以上を使用する確率

を Vt(⃗i) とする．V0(⃗i) として，⃗i のうち，f + 1 個以上の成分が l の状態であれば，V0(⃗i) = 1 そう

でなければ，V0(⃗i) = 0 とする，これは契約電力以上になる確率を表している．

Vt(⃗i) に対して，各部屋 k の温度レベルの推移確率 p(jk|ik, sk) を考える．これは部屋 k の現在の

状態が ik，部屋 k の冷房のオンオフが sk のもとで，次の状態が jk になる確率を表す．

p(jk|ik, sk) は
1. i⃗ のうち f + 1 個以上が温度レベル l のときは p(ik|ik, sk) = 1 とする．（吸収状態）

2. i⃗ のうち f 個以下が温度レベル l のときは

p(ik + 1|ik, 0) = uk(i) （冷房オフで次の状態 ik + 1）

p(ik|ik, 0) = 1− uk(i) （冷房オフで次の状態 ik）

p(ik − 1|ik, 1) = dk(i) （冷房オンで次の状態 ik − 1）

p(ik|ik, 0) = 1− dk(i) （冷房オンで次の状態 ik）

最適性方程式 [2] から，

Vt(⃗i) = min
sk




∑

j⃗

∏

jk

p(jk|ik, sk)Vt−1(⃗j)





によって，契約電力を超過する確率を最小にする最適政策を求めることができる．

4. 数値例

部屋の数 n = 3, 温度レベル l = 3 の場合について

1. 部屋 0 に対して，スイッチオフのとき，u0(0) = 0.75, u0(1) = 0.8, u0(2) = 0.85, (状態 3 で オ

フはありえない）オンのとき d0(0) = 0, d0(1) = 0.6, d0(2) = 0.5, d0(3) = 0.5．
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2. 部屋 1 に対して，スイッチオフのとき，u1(0) = 0.75, u1(1) = 0.8, u1(2) = 0.9, オンのとき

d1(0) = 0, d1(1) = 0.7, d1(2) = 0.7, d1(3) = 0.65．

3. 部屋 2 に対して，スイッチオフのとき，u2(0) = 0.77, u2(1) = 0.9, u2(2) = 0.9, オンのとき

d2(0) = 0, d2(1) = 0.7, d2(2) = 0.7, d2(3) = 0.65．

とすると，48 期間で，すべての部屋の温度状態が 2 からはじまったとき，２つの部屋の冷房をオン

にしていくことにより，契約電力を超過する確率は，1.8% 程度になることが計算でわかる．他の数

値例や政策との比較については，当日発表する予定である．
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Abstract This paper studies the heavy-traffic limit of the stationary distribution and its moments of the
GI/G/1-type Markov chain. The authors presented the same topic at the previous year’s conference, however,
the proof and result for the heavy-traffic limit of the moments contain errors. We first correct Kimura et
al (2012)’s proof of the heavy-traffic asymptotic formula for the stationary distribution. We then present a
corrected asymptotic formula for the moments of the stationary distribution based on this correction.

1. Introduction

This paper studies the heavy-traffic limits of the stationary distribution and moments of the
GI/G/1-type Markov chain. The GI/G/1-type Markov chain is a mathematical model for the anal-
ysis of various semi-Markovian queueing models. Several important classes of structured Markov
chains, such as quasi-birth-and-death processes (QBDs), GI/M/1-type and M/G/1-type Markov
chains are included in the GI/G/1-type Markov chains. Although the stationary distributions of
the GI/G/1-type Markov chains can be obtained by matrix analytical methods, they cannot be
expressed in analytical forms. Thus, it is difficult to understand how system parameters impact on
the stationary distribution in general. In addition, numerical methods may require high computa-
tional costs when considering heavy-traffic conditions. Therefore, the heavy-traffic asymptotics of
various queueing models has been studied in decades.

To begin with, we define the GI/G/1-type Markov chain and provide some necessary definitions
and assumptions. Let {(Xn, Sn);n ∈ Z+ := 0, 1, . . . } denote a discrete-time Markov chain with
state space F := ({0} ×M0) ∪ (N ×M), where N := {1, 2, 3, . . . }, M0 = {1, 2, . . . ,M0} and M =
{1, 2, . . . ,M}. We call Xn and Sn a level variable and a phase variable, respectively. Arranging
the states in lexicographical order, the transition probability matrix T of the GI/G/1-type Markov
chain {(Xn, Sn)} is given by

T =




B(0) B(1) B(2) B(3) · · ·

B(−1) A(0) A(1) A(2) · · ·

B(−2) A(−1) A(0) A(1) · · ·

B(−3) A(−2) A(−1) A(0) · · ·
...

...
...

...
. . .



, (1.1)

where A(k) := (Ai,j(k))(i,j)∈M2 for k ∈ Z := {0,±1,±2, . . . }; B(0) = (Bi,j(0))(i,j)∈M2

0

; B(k) :=

(Bi,j(k))(i,j)∈M0×M for k ∈ N; and B(−k) := (Bi,j(−k))(i,j)∈M×M0
for k ∈ N.

We assume the following assumption throughout this paper.

Assumption 1.1

(a) T is irreducible and stochastic;

(b) A :=
∑

k∈ZA(k) is irreducible and stochastic;

(c) βB :=
∑∞

k=1 kB(k)e is a finite vector, where e denotes a column vector of ones with an
appropriate order according to the context; and

(d) σ := −πβA > 0, where βA =
∑

k∈Z kA(k)e and π is the unique probability vector such that
πA = π.
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Under Assumption 1.1, T is irreducible and positive-recurrent and thus has the unique and positive
stationary probability vector [1, Chapter XI, Proposition 3.1]. We define x = (xi(k))(k,i)∈F > 0 as
the stationary probability vector of T , which is partitioned level-wise, i.e., x = (x(0),x(1),x(2), . . . ),
where x(ℓ) denotes a subvector of x corresponding to a level ℓ ∈ Z+.

We now briefly review the previous studies. Asmussen [2] proved that the diffusion-scaled level
process converges weakly to a reflected Brownian motion as the mean drift in level −σ goes to zero
under the condition that

∞∑

k=1

k2B(k) <∞,
∑

k∈Z

|k3|A(k) <∞. (1.2)

As a corollary, an asymptotic formula for the stationary distribution was also presented as follows:

P(σX > x, S = i)→ e−γxπi, x ≥ 0, i ∈M, as σ ↓ 0, (1.3)

where γ > 0 is a certain parameter and (X,S) denotes a random vector distributed according to
the stationary distribution of {(Xn, Sn)}, i.e., P(X = k, S = i) = xi(k) for (k, i) ∈ F. Falin [3]
proved the heavy-traffic limit (1.3) for the M/G/1-type Markov chain assuming that

∞∑

k=1

kB(k) <∞,
∑

k∈Z

k2A(k) <∞,

x(0)→ 0, as σ ↓ 0, A = B(0) +

∞∑

k=1

B(k). (1.4)

Kimura et al. [4] presented the heavy-traffic asymptotic formula (1.3) for the GI/G/1-type Markov
chain without Falin’s additional conditions (1.4), however, their proof includes some minor errors
and implicitly assumes a necessary condition on the continuity of the transition probability matrix
T with respect to the parameter introduced to approach it to the heavy-traffic limit. Kimura et
al. [5] showed a heavy-traffic formula for the moments of the stationary distribution of the GI/G/1-
type Markov chain, while the presented formula and its proof include errors related to those of [4].

In this paper, we first provide a complete proof for the heavy-traffic asymptotic formula (1.3).
We then assume that

∞∑

k=1

kmB(k) <∞,

∞∑

k=1

kmA(k) <∞.

Under this assumption, we show a corrected version of the heavy-traffic asymptotic formula of the
moments in [5] such that, for i ∈M and m ∈ N,

E[(σX)m11(S = i)]→ m!γmπi, as σ ↓ 0,

where 11( · ) denotes the indicator function.

2. Preliminaries

To describe the main results of this paper, we provide several important definitions related to
the GI/G/1-type Markov chain. Let T [0] denote the transition probability matrix of the censored
Markov chain obtained by observing {(Xn, Sn)} only when it is in the level 0. Let κ = (κi)i∈M0

> 0

as the (unique) stationary probability vector of the irreducible stochastic matrix T
[0]. For any fixed

ν ∈ N, let [Φ(0)]i,j denote the probability of hitting state (ν, j) for the first time before entering
the levels 0, 1, . . . , ν − 1, given that it starts with state (ν, i), i.e.,

[Φ(0)]i,j = P(ST↓ν
= j | X0 = ν, S0 = i),

where T↓l = inf{n ∈ N;Xn = l < Xm (m = 1, 2, . . . , n − 1)}. Furthermore, for any fixed ν ∈ N,
let [G(k)]i,j denote the probability of hitting state (ν, j) when the Markov chain {(Xn, Sn)} enters
the levels 0, 1, . . . , ν + k − 1 for the first time, given that it starts with state (ν + k, i), i.e.,

[G(k)]i,j = P(XT
<k+ν

= ν, ST
<k+ν

= j | X0 = k + ν, S0 = i), k ∈ N,

– 144 –



where T<l = inf{n ∈ N;Xn < l ≤ Xm (m = 1, 2, . . . , n− 1)}. We also define M0 ×M and M ×M
matrices R0(k) and R(k) (k ∈ Z+) such that, for k ∈ N,

[R0(k)]i,j = E




T
<k∑

n=1

11(Xn = k, Sn = j)

∣∣∣∣∣∣
X0 = 0, S0 = i


 ,

[R(k)]i,j = E




T
<k+ν∑

n=1

11(Xn = k + ν, Sn = j)

∣∣∣∣∣∣
X0 = ν ∈ N, S0 = i


 .

We now define Ã(ξ) =
∑

k∈Z e
iξk

A(k), R̃0(ξ) =
∑∞

k=1 e
iξk

R0(k), R̃(ξ) =
∑∞

k=1 e
iξk

R(k), and

G̃(ξ) =
∑∞

k=1 e
−iξk

G(k), respectively, where i =
√
−1. It then holds that

I − Ã(ξ) = (I − R̃(ξ))(I −Φ(0))(I − G̃(ξ)), (2.1)

which is known as the RG-factorization [6, Theorem 14]. Let x̃(ξ) =
∑∞

k=1 e
iξk

x(k). We then have

x̃(ξ)(I − R̃(ξ)) = x(0)R̃0(ξ). (2.2)

Combining (2.1) and (2.2) leads to

x̃(ξ) = x(0)R̃0(ξ)(I −Φ(0))(I − G̃(ξ))
adj(I − Ã(ξ))

φ(ξ)
, (2.3)

where adj( · ) denotes the adjugate matrix of the square matrix in the brackets and

φ(ξ) = det(I − Ã(ξ)), ξ ∈ R. (2.4)

Let δ(ξ) (ξ ∈ R) denote a maximum-modulus eigenvalue of Ã(ξ), whose imaginary part is nonneg-
ative and whose real part is not less than those of the other eigenvalues of maximum modulus. In
addition, we define Γ (ξ) such that

φ(ξ) = (1− δ(ξ))Γ (ξ).

In what follows, we assume the following.

Assumption 2.1
∑

k∈Z k
2
A(k) <∞.

Under Assumption 2.1, (d2/dξ2)Ã(ξ) |ξ=0 exists and thus δ(ξ) and Γ (ξ) are all twice differentiable
at ξ = 0. As a result, we obtain the following expression of δ′′(0):

δ′′(0) = 2σ2 − π

∑

k∈Z

k2A(k)e− 2π
∑

k∈Z

kA(k)(I −A+ eπ)−1βA. (2.5)

3. Main Results

In this section, we show the heavy-traffic limit of the stationary distribution and moments.

3.1. α-Parametrization

To consider the heavy-traffic asymptotics, we parameterize {(Xn, Sn)} with a parameter α ≥ 0,
which is denoted by {((α)Xn, (α)Sn)}. All the vectors, matrices and functions associated with

{((α)Xn, (α)Sn)} are also denoted with a subscript “(α)”, e.g., (α)x(k), (α)T , (α)Ã(ξ) etc. In addi-
tion, we make the following assumption hereafter.

Assumption 3.1

(a) Assumptions 1.1 (a)–(c) and 2.1 hold for all α ≥ 0;
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(b) Assumption 1.1 (d) holds for all α > 0;

(c) as α ↓ 0, (α)σ converges to zero from above and (0)σ = 0;

(d) (α)A = A for all α ≥ 0.

(e) supα≥0
∑∞

k∈Z k
2
(α)A(k) <∞; and

(f) the sequences of the matrices {(α)A(k); k ∈ Z} and {(α)B(k); k ∈ Z} are uniformly right-
continuous at α = 0, i.e., for any ε > 0, there exists some α0 > 0 such that, for all k ∈ Z and
0 ≤ α < α0,

|(α)A(k)− (0)A(k)| < ε, |(α)B(k)− (0)B(k)| < ε.

Under Assumption 3.1, we can show the boundedness and right-continuity at α = 0 of the vectors,
matrices related to the Markov chain {(α)Xn, (α)Sn} as follows.

Lemma 3.1 Under Assumption 3.1, the following are true:

(i) supα≥0(I − (α)Φ(0))−1 <∞.

(ii) limα↓0(I − (α)Φ(0))−1 = (I − (0)Φ(0))−1.

(iii) For any k ∈ N, (α)R(k), (α)R0(k), and (α)G(k) are right-continuous at α = 0.

(iv) For any ξ ∈ R, (α)Ã(ξ), (α)R̃(ξ), (α)R̃0(ξ), and (α)G̃(ξ) are right-continuous at α = 0.

(v) limα↓0 (α)κ = (0)κ.

3.2. Heavy-Traffic Limit of Stationary Distribution

In this subsection, we consider the heavy-traffic limit for the stationary distribution. To do this,
we provide several lemmas necessary for the proof of the main theorem.

Lemma 3.2 Under Assumption 3.1, (0+)x̃(0) := limα↓0 (α)x̃(0) = π.

Lemma 3.3 Under Assumption 3.1,

lim
α↓0

((α)σ)
2

(α)φ((α)σξ)
=

1

iξ + (iξ)2
(0)δ

′′(0)

2

1

(0)Γ (0)
. (3.1)

Lemma 3.4 Under Assumption 3.1,

lim
α↓0

1

(α)σ
(I − (α)G̃((α)σξ))adj(I − (α)Ã((α)σξ)) = iξ(0)Γ (0)(0)d0π, (3.2)

where

(0)d0 = (0)βG + (I − (0)G)(I −A+ eπ)−1(0)βA. (3.3)

Lemma 3.5 Under Assumption 3.1,

lim
α↓0

(α)x(0)

(α)σ
= ν∗ · (0)κ,

where ν∗ is a finite positive number such that

ν∗ =
[
(0)κ(0)R0(I − (0)Φ(0))(0)d0

]−1
. (3.4)

Remark 3.1 Lemma 3.5 is a corrected version of Lemma 3.4 in [4], in which the expression of C
(corresponding to ν∗ in (3.4)) is incorrect. This error is mainly due to the error in Proposition 2.3
in [4]. Fortunately, the main result shown in Theorem 3.1 still holds and is not affected by this
correction.

The following theorem shows the heavy-traffic asymptotic formula for the stationary distribu-
tion.
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Theorem 3.1 Under Assumption 3.1,

lim
α↓0

(α)x̃((α)σξ) =
1

1− iξγ
π, ξ ∈ R, (3.5)

where

γ =
1

2
π

∑

k∈Z

k2(0)A(k)e+ π

∑

k∈Z

k(0)A(k)(I −A+ eπ)−1(0)βA. (3.6)

Remark 3.2 Theorem 3.1 shows that

lim
α↓0

P((α)σ(α)X > x, (α)S = i) = e−γxπi, x ≥ 0, i ∈M.

Proof. Lemma 3.2 shows that (3.5) holds for ξ = 0. Thus, we consider the case of ξ 6= 0. From
(2.3), we have

lim
α↓0

(α)x̃((α)σξ) = lim
α↓0

(α)x(0)

(α)σ
(α)R̃0((α)σξ)(I − (α)Φ(0))

×
I − (α)G̃((α)σξ)

(α)σ
adj(I − (α)Ã((α)σξ))

((α)σ)
2

(α)φ((α)σξ)
. (3.7)

Applying Lemmas 3.1 and 3.3–3.5 to (3.7) yields

lim
α↓0

(α)x̃((α)σξ) =
1

1− iξ
−(0)δ

′′(0)

2

π,

from which and (2.5), we obtain (3.5) and (3.6). �

Remark 3.3 Kimura et al. [4] implicitly assumed that Assumptions 3.1 (e) and (f) hold and all
vectors, matrices appeared in the proof of Theorem 3.1 are bounded and right-continuous at α = 0.
These facts are proved in Lemma 3.1.

4. Heavy-Traffic Limit of Moments

In this section, we provide the heavy traffic asymptotic formula for the moments of the stationary
distribution. In what follows, for any function f (including vectors and matrix functions), we write
f (n) (n ∈ N) as an n times differential of f .

Before giving the main theorem, we provide two lemmas.

Lemma 4.1 If Assumption 3.1 (a)–(c) hold, then the following are true for any m ∈ N:

(i) If supα≥0
∑∞

k=1 k
m+1

(α)A(k) <∞, then supα≥0
∑∞

k=1 k
m

(α)R(k) <∞.

(ii) If supα≥0
∑∞

k=1 k
m+1

(α)A(−k) <∞, then supα≥0
∑∞

k=1 k
m

(α)G(k) <∞.

(iii) If supα≥0
∑∞

k=1 k
m+1

(α)B(k) <∞, then supα≥0
∑∞

k=1 k
m

(α)R0(k) <∞.

Lemma 4.2 Suppose that Assumption 3.1 holds. If supα≥0
∑∞

k=1 k
m+1

(α)A(k) < ∞ for some
m ∈ Z+, then,

lim
α↓0

(α)σ
dm

dξm

(
I − (α)R̃((α)σξ)

)−1
=

m!

(1− iξγ)m+1 (iγ)
m (I − (0)Φ(0))(0)d0π, (4.1)

where γ and (0)d0 are given in (3.6) and (3.3), respectively.
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Remark 4.1 Lemma 4.2 is a corrected version of Lemma 4.2 in [5]. This error comes from the
error in Lemma 3.4 in [4] (see also Remark 3.1).

Theorem 4.1 Suppose that Assumption 3.1 holds. If

sup
∞∑

k=1

km+1
(α)A(k) <∞, sup

∞∑

k=1

km+1
(α)B(k) <∞,

for some m ∈ Z+, then,

lim
α↓0

dm

dξm (α)x̃((α)σξ)

∣∣∣∣
ξ=0

= m! (iγ)m · π, (4.2)

where γ is given in (3.6).

Remark 4.2 Theorem 4.1 in [5] states that the parameter (denoted as η) in the heavy-traffic
limit formula of the moments is not equal to γ in (3.6), however, this is incorrect as shown in
Theorem 4.1.

Proof. By differencing m times (2.2) with respect to ξ, we obtain

dm

dξm (α)x̃
(m)((α)σξ) = (α)x(0)

m∑

ℓ=0

(
m

ℓ

)(
(α)σ

)ℓ
(α)R̃

(ℓ)
0 ((α)σξ)

×
dm−ℓ

dξm−ℓ

(
I − (α)R̃((α)σξ)

)−1
. (4.3)

According to Lemma 4.1, sup
∑∞

k=1 k
m+1

(α)B(k) < ∞ implies that sup
∑∞

k=1 k
ℓ
(α)R0(k) < ∞ for

all ℓ ≤ m. Thus, applying the dominated convergence theorem, Lemmas 3.5 and 4.2 to (4.3), we
obtain

lim
α↓0

dm

dξm (α)x̃
(m)((α)σξ)

= lim
α↓0

(α)x(0)

(α)σ

m∑

ℓ=0

(
m

ℓ

)(
(α)σ

)ℓ
(α)R̃

(ℓ)
0 ((α)σξ)

(
(α)σ

) dm−ℓ

dξm−ℓ

(
I − (α)R̃((α)σξ)

)−1

= lim
α↓0

(α)x(0)

(α)σ
(α)R̃0((α)σξ) · lim

α↓0

[(
(α)σ

) dm

dξm

(
I − (α)R̃((α)σξ)

)−1]

=
m!(iγ)mν∗

(1− iξγ)m+1 (0)κ(0)R0(I − (0)Φ(0))(0)d0π =
m!(iγ)m

(1− iξγ)m+1π,

where we use (3.4) in the last equality. Consequently, letting ξ = 0 in the above equation yields
(4.2).
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マルチエージェントモデルを用いたセルフレジ導入による 

レジサービスへの影響と解析 
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兵庫県立大学 環境人間学科 

 

概要：現代の販売店では、通常よく目にする有人のレジとは別に自分で商品のスキャンを行うセル

フレジが存在する。 人件費の削減やレジサービスの向上などを目的として導入が進められているが、

実際にはセルフレジを利用する人はあまり見ない。そこで、マルチエージェントモデルを用いてセ

ルフレジのシミュレーションを作った。その結果、雇用コスト削減においては効果があるが、レジ

サービスの効率化という観点からはあまり影響がないことがわかった。 

 

1．はじめに 

スーパーマーケットやコンビニエンスストアなどは、買い物をするために多くの人に利用されて

いる。それらの店舗の中には、顧客が購入した商品を精算するためのレジが存在するが、その顧客

が店舗に集中する時間帯等ではしばしば行列ができることがある。 

そこで、近年、スーパーマーケットをはじめとして、レンタルＤＶＤショップ、ファストフード

店などではセルフレジを導入する店舗が増加してきている。ここで、セルフレジとは、レジにおけ

る商品のスキャン、精算を客自身ですべて行うレジのことを指す。この導入による効果としては、

従業員の雇用コストを削減できることやレジサービスの効率化、人の手による現金管理の手間の省

略などがある[1]。 

しかし、このセルフレジにおいては、顧客によっては、顧客自身で商品のスキャンを行うことに

対して億劫に感じる客も存在し、既存の有人レジに好んで並ぶことがある。また、顧客自身がスキ

ャンと清算を行うため、顧客がセルフレジの扱いが不慣れであるときは、他の顧客と比較して非常

に多くの時間がかかってしまうこともある。したがって、セルフレジは、雇用コスト削減において

は効果があるが、レジサービスの効率化という観点からは、その効果がわかりにくい。 

こういった、店舗のレジにおける研究としては、従来の有人レジにおけるレジ周りの行動シミュレ

ータの開発[2,3]や、その待ち行列に関する研究[4]などが存在する。しかし、近年、広まりつつある

セルフレジや、そのさらなる発展版として注目されているセミセルフレジに関する研究は少なく、そ

の効果については、まだ詳しく解析されていない。 

そこで、本研究では、このセルフレジやセミセルフレジの待ち行列モデルを可視化し、その効果

を解析できるシミュレータを開発することとした。また、その結果から、現在のセルフレジの課題を発

見し、その解決策を提案できるのではないかと考えた。 

 

2.セルフレジとは 
セルフレジとは、一般的に4台のレジが1組となったレジサーバーのことを指し、1度に4人までの

客の精算処理を行うことができる。複数のレジに対して 1列で並び、空いたレジに随時客が入って

いく。レジには店員が配置されておらず、レジに入った顧客が顧客自身で商品をスキャンし、精算

を行い、その後の袋詰め等を全て自分で行う。ここで、セルフレジには、複数台のレジを監視する

店員が基本的に１名常駐しているが、その店員が行う業務は「お買い上げシールを貼る」「機器トラ

ブルのサポート」「年齢確認」などに限定され、作業量は少ない。ゆえに従業員は１名で十分である

ため、従業員の雇用コストが少なくて済む。人件費削減においては非常に有効な手段と言えるシス

テムである。しかしながら、顧客が精算を行うため億劫に感じてセルフレジを避ける人や、セルフ

レジで非常に操作が遅い人が時折存在する。商品のスキャンに熟達した店員がいる有人レジと異な

り、セルフレジにおいては、顧客自身のスキャン速度に依存してサービス時間が変化する。 

レジ待機列の並び方には、2種類が存在する。１つ目は、レジ一つに対して１つの列を形成する 

M/M/1型モデルと呼ばれるもので、基本的なスーパーマーケット等の有人レジにおいて見られる列
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がある。もう一つは、複数のレジに対して１つの列を形成し、空いたレジから一人ずつ客が入って

いく M/M/s 型モデルと呼ばれるものである。こちらは、主にコンビニエンスストア等で見られ、通

常、セルフレジはこの並び方を採用している。 M/M/1型も M/M/s 型も、客がレジへ到達する時間、

レジ台数、サービスにかかる時間（商品のスキャン時間+精算にかかる時間）というパラメータを

用いて、待ち行列としてモデルを構築することができる。店舗によっては、人が混み合う夕方など、

時間帯によっては列形成が積極的になるため、客の混雑度や稼働するレジ台数によって待ち行列の

状態が変化することもある。 

 

3.モデル 

本研究では顧客をエージェントとして動かすマルチエージェントモデルを構築することした。 

２次元の空間上にレジを設置し、その空間上で顧客（以下、エージェントと呼ぶ）を配置する。エ

ージェントは、入店したとき、既に商品を選択し終えており、精算するためのレジを探して空間上を

移動し、レジの選択、列に並ぶ、商品をスキャンする、退店するといった行動を行う。具体的に、エ

ージェントは次の①～⑤のどれかの行動をとる。 

 

1 待ち行列の選択 エージェントは、入店後、すぐに、全てのレジに並んでいるエージェントの数

を調べ、最も人数が少ないレジを目的地に設定する。そのレジに誰も並んでいないときは、レジ

の位置を、人が並んでいるときは、そのレジにできている待ち行列の最後尾の地点を目的地に

設定する。 

2 移動 エージェントは、目的地に向かって移動を行う。このとき、エージェントが待機列に存在す

る場合は、前方の座標を常に参照し、エージェントがいれば停止、いなくなれば、前へ進むとす

る。 

3 待ち行列の移動 エージェントは、現在並んでいる待ち行列に隣接するすべてのレジに並んで

いるエージェントの数を数え、隣接するレジの待ち行列が短かった場合、その列へと移動する。 

4 スキャンと清算 エージェントはレジに到着したとき、商品のスキャンと精算を行う。このとき、１ス

テップごとに自分の持っている商品数 Cを１つ減らしていく。商品数が C＝０になった時点で、

精算処理（S ステップ）を行い、レジを出る。 

5 退店 レジを出たエージェントは、退店したとみなし、空間上からエージェントを削除する。 

 

これら①～⑤の行動を入店した全ての客エージェントが行い、時間(T)を1増加させる。 

図1に、客エージェントの行動のフローチャートを示す。 
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         図１．エージェントの行動 

 

 ここで、エージェントには個性をもたせるため、以下の要素を持ったエージェントが出現することと

した。 A,B,C の要素を持つ確率は、それぞれ A=10%,B=2%,C=5%とする。 

  Ａ．隣が空いていても自分の位置から最も近い位置のレジに並ぶ 

  Ｂ．商品数が極端に多い 

  Ｃ．スキャンの速度が非常に遅い 

 B はいわゆる爆買いをしていく外国人、Cは年配の方などに対応している。 
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次に、本研究を行う上で、様々なシチュエーションに対応するために、客やレジなどが持つ数値

をパラメータとして設定した。表１にパラメータを示す。 

 

パラメータ 説明 

レジ台数 N レジの台数を表しており、値は2～9の範囲内で

変化させることができる。 

最小商品数 Cmin 客エージェントが持つ商品数の下限。設定した

商品数より少ない商品を持つ客は出現しない。

値は1～5の範囲内で変化させることができる。 

最多商品数 Cmax 客エージェントが持つ商品数の上限。設定した

商品数より多い商品を持つ客は出現しない。値

は6～20の範囲内で変化させることができる。 

商品数 C 上記の Cmin,Cmax の範囲内で、各エージェント

はそれぞれの商品数を持つ。 

 
表１.パラメータ一覧 

 

 左右で来店の割合を変化させているのは、店内のレイアウト等によって客の人流が変化してくる

ことがあるためである[6]。例えば出入り口がレジから見て右側にあるスーパーであれば、店内を一

周した後にレジへと向かうため、基本的に左から人が多く流れてくることとなる。その店の状況や

条件下でシミュレーションを行うために、任意で割合を設定できるようにした。 

 

 空間には、エージェント以外にレジオブジェクトが存在する。これは、レジの数が設定した数に

よって、店員の数も変化するため、それを可視化するために設置した。オブジェクトではあるが、レ

ジ業務を行うレジには、スキャン速度が存在し、各レジでスキャンをする店員がベテランか初心者か

などによって異なる。ゆえに、それぞれのレジには速度 Vn を設け、レジの存在するレジによって商

品数Cが減少する速度が Vn によって異なるようにした。 

 実装は、構造計画研究所が制作したマルチエージェントシミュレータ「 artisoc 4.0 」[5]を用いて行

い、コンピュータを用いて、レジサービスについての客の行動をシミュレーション実験することとし

た。 

4.シミュレーション実験 
 セルフレジの有無によってレジサービスにどのような影響が及ぼされるかを調べるため、シミュ

レーション実験を条件①②③について行った。セルフレジを4台一組としたとき、レジの横並びの

スペースとしてはレジ2台分の幅で4台がほぼ収まるため、有人レジ2台分につきセルフレジ4台が設

置可能とした。このとき、比較用として、有人レジのみの方法（①）、有人レジ2台分のスペースを

そのままセルフレジに置き換える方法（②）と、有人レジのみの時のレジサーバーの数が同じにな

るよう調製した方法（③）の.3条件で実験を行った。具体的なレジ台数は以下のとおりである。 

①セルフレジ無し（Np = 0）、有人レジ9台（Ns = 9） （合計9台） 

②セルフレジ4台（Np = 4）、有人レジ7台（Ns = 7） （合計11台） 

③セルフレジ4台（Np = 4）、有人レジ5台（Ns = 5） （合計9台） 

 シミュレーションは客エージェント P=2000[人]が来店し、全ての客が退店を行うまで実験を行っ

た。その際、列に並んだり商品をスキャンするために客エージェントが停止している時間を待ち時

間 W として計測した。 

 レジ台数Ｎを除く各パラメータは以下の通りとしてシミュレーションそれぞれ10回ずつ行った。 

 最小商品数 Cmin = 1  客総数 P = 2000 

 最大商品数 Cmax = 20  有人レジスキャン速度 v = 1 
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図2. T=100のときのシミュレーション画面(左から条件①、②、③) 

  

図3. T=500のときのシミュレーション画面(左から条件①、②、③) 

 

 すべてのエージェントが画面から消えた時の時間の平均値Tmaxを図4に、エージェント一人当た

りの平均待ち時間 W を図5に示す。 

 

  図4.平均ステップ数 
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  図5.エージェント一人当たりの平均待ち時間 W 

 

図4より、すべてのエージェントが精算処理される時間Tmaxにはあまり差がないことがわかる。 

 図5より、エージェント一人当たりの平均待ち時間 W は②のみ少ないことがわかる。 

 

 また、セルフレジ単体の効力を調べるために、「セルフレジ4台のみ」と「有人レジ4台のみ」と

し、客エージェント数 P を P=500[人]としてで同様にシミュレーションを行った。結果を図6,7に示

す。 

 

  図6.すべてのエージェント(P=500[人])が処理されるまでの時間 Tmax 
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  図7. エージェント一人当たりの平均待ち時間 W 

 

 図6より、セルフレジのほうが Tmax が小さいことがわかる。また、図7よりセルフレジのほうが

一人当たりの待ち時間 W が大きいことがわかる。 

 

5.考察 

 セルフレジは有人レジよりもレジサービスの処理能力が高いのか、また、効率的よくレジサービス

を行うことができるにはどうすればいいのかを解析するため、本シミュレーションを行った。図4,5より、

有人レジとセルフレジとでは処理能力に関してあまり大きな差は見られなかった。これはレジの違い

ではなく、レジサーバーの数によって処理能力が高まっていくためである。よって、レジサービスの

効率という点においてはにおいて有人レジもセルフレジも特に差異はないといえる。また、図6より、

セルフレジ単体で見れば客を捌いていく速度はセルフレジのほうが速いように思えるが、図7からは、

客一人一人に待たせる時間が長くなっている。これはセルフレジが M/M/s 型の待ち行列であるた

め、1列で客を並ばせる分待ち時間が長くなってしまったと考える。 

 セルフレジは客の処理能力にあまり差は見られなかったが、言い換えると有人レジと同等の能力

を有していることとなる。セルフレジは本来4台のセルフレジに対して1人の監視スタッフが常駐して

いるが、その一人分で4台分のレジサーバーを管理することができるため、同じ時間レジを稼働させ

ていても、約3人分の人件費削減となる。また、図2,3のシミュレーション画面より、有人レジをセルフ

レジに変えることで、同じレジ台数でも店内にスペースが生まれ、その場所を商品陳列や新たなレ

ジ設置に用いることが可能であり、レジサービスや売上の向上にもつながる。 

 
 

6.結論 

本研究ではセルフレジのサービス効果について検証を行ったが、シミュレーション上では同等の

能力を有していることがわかった。また、人件費削減や店内レイアウトなど主に店舗側への利点を

発見することができた。今後は時間条件で客の来店確率を変化させたり、商品数が少ない客を優先

的にセルフレジへ向かわせるとどうなるかなど、様々な条件下で実験を行うことで、より現実的な

シミュレーションの開発をしていきたい。 
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Abstract We study a discrete-time first-come first-served (FCFS) single-server queue with an acceptance
period and no early arrival. The number of arriving customers is Poisson distributed, and their service times
are generally distributed. Customers choose their arrival times with the goal of minimizing their expected
waiting times. In this study, we show an arrival-time distribution of customers for the equilibrium mean
waiting time.

1. Introduction

Many real-life queueing systems have acceptance periods for arriving customers, that is, the system
accepts arriving customers only during the period between the opening and closing times. Typical
examples of such queueing systems are restaurant in lunch time, service counter at bank (or gov-
ernment office), and rush-hour congestion in transportation networks. Customers of these systems
face with the decision problem of when to arrive at the systems so as to achieve a certain goal, e.g.,
to minimize the waiting time for service. Customers’ decisions on arrival, naturally, interact with
each other, and thus the arrival times of customers are endogenously determined.

Glazer and Hassin [1]’s work is a pioneer study on the decision problem on when to arrive at the
queueing system with an acceptance period. Glazer and Hassin studied a continuous-time first-come
first-served (FCFS) single-server queue with an acceptance period, where a Poisson-distributed
number of homogeneous customers arrive at the system and customers may arrive at the system
before its opening time, i.e., early arrival of customers is allowed. The service times are assumed
to be independently and identically distributed according to an exponential distribution. Glazer
and Hassin assumed that customers choose their arrival times with the goal of minimizing their
expected waiting times. More specifically, they studied the queueing model by a non-cooperative
game with a random number of players, and obtained an equilibrium strategy of arriving customers
as a mixed strategy.

Similar queueing systems have been studied. Hassin and Kleiner [2] studied a queueing system
without early arrival, and obtained an equilibrium strategy of arriving customers. Hassin and
Kleiner [2] also reported that no early arrivals reduce the mean waiting time in equilibrium especially
when the system is heavily loaded (see Figure 3 therein). Haviv [3] and Ravner [4] studied queueing
models with a tardiness cost and an arrival order cost, respectively, as well as waiting cost.

In this paper, we consider a discrete-time FCFS single-server queue with an acceptance period
and no early arrivals, and discuss an arriving-time distribution achieving the equilibrium mean
waiting time, which is referred to as the equilibrium arriving-time distribution. As in the preced-
ing studies [1, 2, 3, 4], we assume that the number of arriving customers is Poisson distributed.
However, our study has three differences from these preceding studies. First, our model is in
discrete time whereas the existing models in the preceding studies are in continuous time. The
assumption of discrete time facilitates the computation of an equilibrium mean waiting time and
the corresponding equilibrium arriving-time distribution. Second, the service times in our model
are generally distributed whereas those in the existing models are exponentially distributed. Thus,
our model enables us to investigate the effect of the service time distribution on the arrival strategy
of customers. Third, the waiting cost of our model is the mean actual waiting time whereas that
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of the existing models is the mean virtual waiting time.
The rest of the paper is organized as follows. Section 2 describes the queueing model studied in

this paper, and provides some fundamental results on the mean workload and the actual waiting
time. Section 3 introduces the notion of equilibrium mean waiting time and equilibrium arriving-
time distribution, and then presents a procedure for calculating an equilibrium mean waiting time
and the corresponding equilibrium arriving-time distribution.

2. Preliminaries

2.1. Model description

We consider a discrete-time first-come, first-served (FCFS) queueing system with infinite waiting
room and one server as follows. The time axis of the system is divided into fixed-length time
intervals, where each time interval is referred to as slot t for nonnegative integer t ∈ Z+ :=
{0, 1, 2, . . .}. Without loss of generality, each time slot is assumed to have length one. The system
is open for arriving customers during an acceptance period, which is defined by a set of slots
T := {0, 1, 2, . . . , T} for a positive integer T . The arriving customers entering during the same
time-slot are served in random order. We assume that the server is available to continue service
until all customers who arrived during the acceptance period T are served.

In what follows, some probabilistic assumptions on our model are listed.

Assumption 2.1 (Population and arrival time distribution) The number of customers seek-
ing service from the system is denoted by a Poisson random variable A with positive mean λ, and
each arriving customers independently chooses its arrival time from the acceptance period T with
a common probability distribution P := {pt; t ∈ T }

1).

Assumption 2.2 (Arrival instants of customers) In each slot t ∈ T , the arrival of customers
can occur immediately after the slot starts. Let At, t ∈ T , denote the number of arrivals in slot t,
then we have from Assumption 2.1, for t ∈ T ,

P(At = n) = e−λpt
(λpt)

n

n!
, n ∈ Z+. (2.1)

Assumption 2.3 (Service requirement and processing instants) The service times of cus-
tomers arriving at the system in slots 0 through T are independent and identically distributed
(i.i.d.) with discrete distribution {b(k); k ∈ N} having finite positive mean b. Thus, let B de-
note a generic random variable for the service time. It then follows that P(B = k) = b(k) for
k ∈ N := {1, 2, 3, . . .} and

b := E[B] =

∞∑

k=1

kb(k). (2.2)

If the server holds a customer in the middle of slot t (t ∈ Z+), it processes the customer’s service
requirement by 1 at the end of the slot.

We note that the system is always stable because the acceptance period T is a finite set and
the expected total workload into the system is finite, i.e., E[A]b = λb < ∞. For t ∈ T , let Bt,i’s,
i ∈ {1, 2, . . . , At}, denote the service times of the customers arriving at slot t. For t ∈ T , let Xt

denote the total service times of the customers arriving at slot t, and xt(k) = P(Xt = k) for k ∈ N.
It then follows from Assumption 2.2 and 2.3 that

Xt =

At∑

i=1

Bt,i, t ∈ T . (2.3)

1)The common arrival distribution P is referred to as a symmetric arrival strategy profile in Haviv 2013.
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and thus
∞∑

k=0

zkxt(k) =

∞∑

n=0

e−λpt
(λpt)

n

n!
(̃b(z))n = exp

{
−λpt

(
1− b̃(z)

)}
, (2.4)

where

b̃(z) =
∞∑

k=1

zkb(k).

Furthermore, since E[B] = b and E[At] = λpt for t ∈ T , we have

E[Xt] = E[At]E[B] = λptb, t ∈ T . (2.5)

Finally, we assume the following.

Assumption 2.4 The system is empty at the beginning of slot 0, i.e., immediately before the
arrivals of customers (if any) in slot 0.

2.2. Workload in system and mean waiting time

We first consider workload in system. Let Vt−, t ∈ T , denote the total unfinished workload
immediately before the beginning of slot t. Let vt(k) = P(Vt− = k) for t ∈ T and k ∈ Z+.
Assumption 2.4 shows that V0− = 0, i.e., v0(0) = 1, and by definition, we have

Vt− =
(
V(t−1)− +Xt−1 − 1

)+
, t ∈ {1, 2, . . . , T}, (2.6)

where (x)+ = max(x, 0) for x ∈ (−∞,∞). Thus, we obtain the following result.

Lemma 2.1 We have v0(0) = 1 and v0(k) = 0 for k ∈ N, and

vt(k) =





vt−1(0)xt−1(0) + vt−1(0)xt−1(1) + vt−1(1)xt−1(0), k = 0,
k+1∑

ℓ=0

vt−1(ℓ)xt−1(k + 1− ℓ), k ∈ N.
(2.7)

for t = 1, 2, . . . , T . Particularly, we have for t = 1,

v1(k) =

{
x0(0) + x0(1), k = 0,
x0(k + 1), k ∈ N,

(2.8)

Proof. Equation (2.7) is obvious by Assumptions 2.3, 2.4, and the recursion formula (2.6) because
the unfinished workload (if any) is processed by 1 at the end of each slot. �

Lemma 2.2

E[V1−] = λp0b+ 1− e−λp0 , (2.9)

E[Vt−] = E[V(t−1)−] + λpt−1b− (1− e−λpt−1vt−1(0)), t = 2, 3, . . . , T. (2.10)

Proof. From (2.6), we have for t ∈ T ,

E[Vt−] = E[(V(t−1)− +Xt−1 − 1)I(V(t−1)− +Xt−1 ≥ 1)]

= E[V(t−1)−] + E[Xt−1]− (1− P(V(t−1)− +Xt−1 = 0)). (2.11)

Furthermore, we note that

P(V(t−1)− +Xt−1 = 0) = P(V(t−1)− = 0)P(Xt−1 = 0) (2.12)

because V(t−1)− and Xt−1 are independent and nonnegative random variables. Equations (2.11)
and (2.12) complete the proof. �

Next, we consider the (actual) waiting time of an arbitrary customer arriving in a slot Let
T + = {t ∈ T ; pt > 0}. We then define Wt, t ∈ T

+, as the waiting time of an arbitrary customer
arriving in slot t
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Lemma 2.3

E[Wt] = E[Vt−] +
b

2

(
λpt

1− e−λpt
− 1

)
, t ∈ T +. (2.13)

Proof. For t ∈ T +, let qt(k), k ∈ Z+, denote the probability that a customer randomly chosen
from the ones arriving in slot t enters the server after the k − 1 members of them receive service
and leave the system. Recalling that the arriving customers during the same slot are randomly
ordered, then it follows from (2.1) that

qt(k) =

∞∑

ℓ=k+1

1

ℓ

P(At = ℓ)

P(At ≥ 1)
=

∞∑

ℓ=k+1

1

ℓ

P(At = ℓ)

1− P(At = 0)

=
∞∑

ℓ=k+1

1

ℓ

e−λpt

1− e−λpt
(λpt)

ℓ

ℓ!
, k ∈ Z+. (2.14)

Thus, for t ∈ T +, we have

E[Wt] = E[Vt−] +
∞∑

k=0

kqt(k)× b

= E[Vt−] +
∞∑

ℓ=1

1

ℓ

e−λpt

1− e−λpt
(λpt)

ℓ

ℓ!

ℓ−1∑

k=0

kb

= E[Vt−] +
b

2

∞∑

ℓ=1

(ℓ− 1)
e−λpt

1− e−λpt
(λpt)

ℓ

ℓ!

= E[Vt−] +
b

2

(
λpt

1− e−λpt
− 1

)
,

which shows that (2.13) holds. �

3. Arrival-Time Distribution for Equilibrium Mean Waiting Time

We introduce the equilibrium mean waiting time and equilibrium arrival-time distribution, and
present a procedure for calculating them.

Definition 3.1 A positive value w∗ is said to be an equilibrium mean waiting time if

E[Wt] = w∗, t ∈ T +, (3.1)

E[Vt−] > w∗, t ∈ T \ T +. (3.2)

The arrival-time distribution P = {pt; t ∈ T } is said to be equilibrium if it ensures the existence of
an equilibrium mean waiting time w∗.

Let P∗ denote the set of equilibrium arrival-time distributions. Let P∗ := {p∗t ; t ∈ T } denote
an arbitrarily element of P∗. In the rest of this paper, we fix P = P∗, i.e., pt = p∗t for all t ∈ T .
It follows from V0− = 0, Definition 3.1 and Lemma 2.3 that 0 ∈ T +, i.e.,

p∗0 > 0, (3.3)

otherwise, i.e., if 0 ∈ T \ T +, we have 0 = E[V0−] > w∗ by (3.2), which contradicts to w∗ > 0 . We
then have

w∗ = E[W0] =
b

2

(
λp∗0

1− e−λp
∗

0

− 1

)
. (3.4)
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Remark 3.1 It is easy to see that x/(1− e−x) is increasing in x ≥ 0 and

lim
x→0

x

1− e−x
= 1. (3.5)

Therefore, (3.4) implies that w∗ is positive and increasing with p∗0 ∈ (0, 1).

It follows from Lemma 2.3, Definition 3.1 and (3.4) that p∗t (t = 1, 2, . . . , T ) satisfies following
equation.

b

2

(
λp∗t

1− e−λp
∗

t

− 1

)
= (w∗ − E[Vt−])

+

=
b

2

(
λp∗0

1− e−λp
∗

0

− 1−
2E[Vt−]

b

)+

, t = 1, 2, . . . , T, (3.6)

which results in the following theorem.

Theorem 3.1 For t = 1, 2, . . . , T , the probability p∗t is a solution of the following equation:

λp∗t
1− e−λp

∗

t

=

(
λp∗0

1− e−λp
∗

0

− 1−
2E[Vt−]

b

)+

+ 1, t = 1, 2, . . . , T, (3.7)

E[Vt−] = E[V(t−1)−] + λp∗t−1b− (1− e−λp
∗

t−1vt−1(0)), t = 1, 2, . . . , T, (3.8)
∑

t∈T

p∗t = 1, (3.9)

where the last equation is the normalizing condition for the probability distribution {p∗t ; t ∈ T }.

Proof. Equations (3.7) and (3.8) are immediately obtained from (3.6) and (2.10). �

We close this section by summarizing the computational procedure for the equilibrium arrival-
time distribution P∗ = {p∗t ; t ∈ T }.

• Step 0: Set p∗0 = ε for a small ε > 0, and choose δ > 0 as a precision parameter.

• Step 1: Compute w∗ by (3.4).

• Step 2: For t = 1, 2, . . . , T , compute p∗t by (3.7), where E[Vt−] and vt−1(0) are recursively
computed by (3.8) and (2.7), respectively.

• Step 3: If |1 −
∑

t∈T p∗t | < δ, return {p∗t ; t ∈ T } as the equilibrium solution, otherwise
p∗0 := p∗0 + ε and go to Step 1.
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Abstract This paper investigates the finite bottleneck game, in which we assume a finite set of commuters
and a finite set of departing time slots. We show that the set of Nash equilibria is equivalent to the set of
strong Nash equilibria when we assume homogeneous commuters in their preferences. We also show that
pure-strategy Nash equilibria do not exist in general in this setting. Moreover, when we allow commuters to
differ in their preferences, we show that Nash equilibria may not exist, and the equivalence result no longer
follows.

1. Introduction

A bottleneck model is used in analyzing a rush-hour traffic congestion, where commuters depart from their
origins (e.g. their houses) to their destinations (e.g. their workplaces). The simplest model was independently
analyzed by Vickrey (1969) and Hendrickson and Kocur (1981), where a continuum of commuters depart
from a single origin to a single destination connected by a single road. Along the road, there is a bottleneck
in which a queue forms if there are too many commuters in the bottleneck at a given time. In these papers,
commuters decide on the departure time based on the trade-offs between congestion and their optimal arrival
time.

Moreover, these studies assume homogeneous commuters in that all commuters have the same preferred
time of arrival and a specific form of the trip cost function. Their contribution was that departure time
decision made by commuters are endogenously determined by means of including trade-off between their
travel time and their arrival time.

Other subsequent papers, such as Smith (1983), Daganzo (1985) and Arnott et al. (1990), also consider
a continuum of commuters and a continuous time horizon. However, a finite set of commuters and a discrete
time horizon seem closer to real-life situations in which the population of a city is finite. The situation
corresponds to where there is a relatively small number of commuters, each of which can cause congestion
to occur.

Our model, which we call the finite bottleneck game, is endowed with a finite set of commuters and a
finite set of time periods, each of which is called a slot. Commuters have preference on two arguments: her
departure time and the queue-length which she have to wait through the bottleneck, where in this model
the capacity is the maximum number of commuters that can pass through it in each slot. We assume
homogeneous commuters as in the previous studies above, but we do not give a specific form of trip costs
function. In this sense, our model is an abstract generalization of models of the aforementioned papers.

Mathematically, our model is also an extension of the congestion game (c.f. Rosenthal (1973)). The
congestion game considers a situation in which n players choose a combination of primary factors out of t
alternatives. Each player’s payoff is determined by the sum of the costs of each primary factor she chooses,
while the cost of each primary factor depends on the number of players who choose it, and not on the players’
names. Rosenthal (1973) proved that there always exists at least one pure-strategy Nash equilibrium by
constructing a potential function, which is later formalized by Monderer and Shapley (1996).

Though Rosenthal (1973) and Monderer and Shapley (1996) assume that the cost functions, hence payoff
functions, have the same form among the players who take same factors, Milchtaich (1996) allows payoff
functions to be different between players in his model, where players choose only one factor from a common
set of factors. In Milchtaich (1996), it was shown that a Nash equilibrium always exists in pure strategies.
Moreover, Konishi et al. (1997a) shows that in the same model, the set of strong Nash equilibria, which is a
stronger concept than Nash equilibria, is nonempty.

Specifically, Konishi et al. (1997a) describes the games in the above class using the following three
properties: anonymity [A], partial rivalry [PR] and independence of irrelevant choices [IIC]1. First, [A]
requires that the payoff of each player depends on the number of players who choose each action and not

1[IIC] condition is also called no spillovers [NS] in Konishi et al. (1997b)
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on the players’ names. [PR] states that the payoff of each player increases if another player who had chosen
the same strategy chooses a different strategy. Finally, [IIC] states that the payoff of a player is not affected
even if another player that chooses a different strategy from hers switches to another strategy that is also
different strategy from hers.

In relation to congestion games, our model does not satisfy [IIC], whereas the other two conditions hold.
Specifically, [IIC] would be violated in the case where a player who had departed later then switched to an
earlier departure time and thereby possibly creating a longer queue for some of those players which she leaps
over.

In this paper, we restrict our attention to the special case where commuters are homogeneous. Then, we
can show that a set of Nash equilibria coincides with that of strong Nash equilibria (Proposition 3.1), while
pure-strategy Nash equilibria do not exist in general. It can be stated that this proposition partly explains
the difficulty in the existence of a Nash equilibrium. In addition, we illustrate that the equivalence of the
set of Nash equilibria and that of strong Nash equilibria does not hold when the homogeneity assumption is
dropped.

The rest of the paper is organized as follows: in Section 2, we define the model and notations. In Section
3, we state the main result, and Section 4 compares it and the heterogeneous case.

2. Model

We consider a bottleneck model with finite numbers of commuters and time slots. Let t = 1, ..., T be the
available time slots for departure. Each time intervals can be every minute or every five minutes, for example.
Let the set of time slots be T = {1, ..., T}. At each time slot, c cars can go through a bottleneck, where
c is a positive integer. If in the end of period t − 1 the length of queue qt−1, and if mt cars arrives at the
bottleneck in period t, then the length of the queue in the end of period t is given by qt = max {0, q̃t}, where
q̃0 ≡ 0 and q̃t ≡ qt−1 + mt − c for t ≥ 1 is called the effective length of queue in period t. Effective and
real queue length vectors are denoted q̃ = (q̃1, ..., q̃T ) and q = (q1, ..., qT ), respectively. Let i = 1, ..., n be
commuters, and let the set of commuters be denoted by N = {1, ..., n}. Commuter i’s choice (strategy) of
departing time is denoted τi ∈ T . Given a strategy profile τ = (τ1, ..., τn) ∈ T N , and the resulting departure
pattern is given by m(τ) = (m1(τ), ...,mT (τ)) ∈ ZT

+ and resulting effective and real queue length vectors
are given by q̃(τ) and q(τ), respectively. Each commuter’s payoff function is written as ui(t, qt), where we
assume that ui(t, qt) > ui(t, qt + 1) for all t ∈ T and qt ∈ Z+. That is, each commuter would prefer the
situation of departing at time t with less congestion. We assume strict preferences that is generic case.

Definition 2.1 (Strict Preferences).
For all i = 1, ..., n, all t, t′ ∈ T with t ̸= t′, and all qt, qt′ ∈ Z+, ui(t, qt) ̸= ui(t

′, qt′).

Definition 2.2 (Nash Equilibrium).
A strategy profile τ is a Nash equilibrium if for all i ∈ N and all t ∈ T , ui(τ, qτi(τ)) ≥ ui(t, qt(t, τ−i)).

Before we give a characterization of Nash equilibria,we introduce new terms that is used for its charac-
terization.

Definition 2.3 (Basin and Terrace).
1. A single slot t is said to be a basin at τ ∈ T N if q̃t(τ) < 0 and q̃t−1(τ) ≤ 0.

2. A single slot t is a single terrace at τ ∈ T N if q̃t(τ) = 0 and q̃t−1(τ) ≤ 0.

3. Consecutive slots [t1, t2] with 1 ≤ t1 < t2 is a connected terrace at τ ∈ T N if q̃t′(τ) > 0 for all
t′ ∈ [t1, t2) and q̃t2 (τ) ≤ 0.

Figure 1: Basin and Terrace

Figure 1 is an example, where there are five commuters, six slots and c = 1, and the departure pattern
is painted pink. In this example, [2, 4] is a connected terrace while t = 1 and t = 6 each is a single terrace.
In addition, t = 6 is a basin.

With these notions, the following is a characterization of Nash equilibria in this game.

Proposition 1.
A strategy profile τ is a Nash equilibrium if and only if for all i ∈ N ,
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1. ui(τi, qτi(τ)) ≥ ui(t
′,max{q̃t′(τ) + 1, 0}) for all t′ < τi,

2. for t′ > τi,
2a. ui(τi, qτi(τ)) ≥ ui(t

′,max{q̃t′(τ), 0}) for all t′ ∈ [t1, t2] with t
′ > τi, where [t1, t2] is a connected

terrace at τ and τi ∈ [t1, t2].
2b. Otherwise, ui(τi, qτi(τ)) ≥ ui(t

′,max{q̃t′(τ) + 1, 0}).

Proof. First, suppose that profile τ is a Nash equilibrium. By definition, for all i ∈ N and all t′ ∈ T ,

ui(τ, qτi(τ)) ≥ ui(t
′, qt′(t

′, τ−i)).

We show that for the both cases of t′ < τi and t′ > τi, the queue-length at slot t′, qt′(t
′, τ−i) satisfies the

above.
Note that profile (t′, τ−i) satisfies the following:

mτi(t
′, τ−i) = mτi(τ)− 1, (1)

mt′(t
′, τ−i) = mt′(τ) + 1, (2)

mt(t
′, τ−i) = mt(τ) ∀t ̸= τi, t

′. (3)

1. When t′ < τi:
Since qt′−1(τ) = qt′−1(t

′, τ−i) by (3), we obtain

q̃t′(t
′, τ−i) = qt′−1(t

′, τ−i) +mt′(t
′, τ−i)− c

= qt′−1(τ) + (mt′(τ) + 1)− c

= (qt′−1(τ) +mt′(τ)− c) + 1

= q̃t′(τ) + 1.

Thus, qt′(t
′, τ−i) = max{q̃t′(τ) + 1, 0}.

2. When t′ > τi:
2a. When t′ ∈ [t1, t2], the connected terrace to which t′ belongs:

Note that since q̃t′′(τ) > 0, so q̃t′′(τ) ≥ 1 for all t′′ ∈ [τi + 1, t′ − 1], q̃t′′(t
′, τ−i) = q̃t′′(τ)− 1 ≥ 0.

It follows that

q̃t′(t
′, τ−i) = qt′−1(t

′, τ−i) +mt′(t
′, τ−i)− c

= (qt′−1(τ)− 1) + (mt′(τ) + 1)− c

= qt′−1(τ) +mt′(τ)− c

= q̃t′(τ).

Thus, qt′(t
′, τ−i) = max{q̃t′(τ), 0}.

2b. Otherwise:
We first show qt′′(τ) = qt′′(t

′, τ−i) for some t′′ ∈ [τi, t
′). Suppose not. Then, qt(τ) > qt(t

′, τ−i) ≥
0 for all t ∈ [τi, t

′), implying that t′ belongs to the same connected terrace as τi. This is a
contradiction, since we have already considered in the case 2a..
When t′′ = t′ − 1, we immediately obtain qt′−1(τ) = qt′−1(t

′, τ−i).
When t′′ ̸= t′ − 1, using (3), we obtain

q̃t′′+1(t′, τ−i) = qt′′(t
′, τ−i) +mt′′(t

′, τ−i)− c

= qt′′(τ) +mt′′(τ)− c

= q̃t′′+1(τ).

Thus, qt′′+1(t
′, τ−i) = qt′′+1(τ). Similarly,

qt′′+2(τ) = qt′′+2(t′, τ−i),

...

qt′−1(τ) = qt′−1(t′, τ−i).

With this assertion, we obtain

q̃t′(t
′, τ−i) = qt′−1(t

′, τ−i) +mt′(t
′, τ−i)− c

= qt′−1(τ) + (mt′(τ) + 1)− c

= (qt′−1(τ) +mt′(τ)− c) + 1

= q̃t′(τ) + 1.

Thus, qt′(t
′, τ−i) = max{q̃t′(τ) + 1, 0}.
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Suppose next that profile τ satisfies the above but it is not a Nash equilibrium. Then, there exists some
i ∈ N who can improve by switching to another strategy t′. However, this implies that either case 1., case
2a., or case 2b. does not hold. This is a contradiction. ■

We also introduce a stronger concept, strong Nash equilibria. A strong Nash equilibrium is a strategy
profile, which is immune to any coalitional deviation — that is, for any coalitional deviation, there is at least
one player whose payoff does not improve by the deviation. Formally,

Definition 2.4 (Coalitional Deviation).
A coalitional deviation (S, τ ′S) from profile τ is a pair of a nonempty subset of players S ⊆ N and their
strategy profile in S, τ ′S = (τ ′i)i∈S ∈ T S such that ui(τ

′
S , τ−S) > ui(τ) for all i ∈ S.

Definition 2.5 (Strong Nash Equilibrium).
A profile τ is a strong Nash equilibrium if there is no coalitional deviation from τ .

Notice that a set of a strong Nash equilibrium is always a subset of a Nash equilibrium by definition.

3. The Analysis

In the following analysis, we assume homogeneous commuters. That is, we assume u ≡ ui for all i ∈ N .
First, we show that the homogeneity in preferences is not enough to establish the general existence of Nash
equlibria.

Example 1.
Consider the following three commuter problem: N = {1, 2, 3}, T = {1, 2, 3}, c = 1, and players have the
following preferences:

u(2, 0) > u(1, 0) > u(1, 1) > u(3, 0) > u(2, 1) > u(1, 2).

Then, there is no Nash equilibrium in this game.

Proof. There can be the following 9 strategy profiles.

1. τ1 = (1, 1, 1) and q(τ1) = (2, 1, 0). Then, player 1 moves to t = 3.

2. τ2 = (1, 1, 2) and q(τ2) = (1, 1, 0). Then, player 3 moves to t = 3.

3. τ3 = (1, 1, 3) and q(τ3) = (1, 0, 1). Then, player 2 moves to t = 2.

4. τ4 = (1, 2, 2) and q(τ4) = (0, 1, 0). Then, player 3 moves to t = 3.

5. τ5 = (1, 2, 3) and q(τ5) = (0, 0, 0). Then, player 3 moves to t = 3.

6. τ6 = (2, 2, 2) and q(τ6) = (0, 2, 1). Then, player 1 moves to t = 1.

7. τ7 = (2, 2, 3) and q(τ7) = (0, 1, 1). Then, player 1 moves to t = 1.

8. τ8 = (2, 3, 3) and q(τ8) = (0, 0, 1). Then, player 1 moves to t = 1.

9. τ9 = (3, 3, 3) and q(τ9) = (0, 0, 2). Then, player 1 moves to t = 1.

Hence, there is no Nash equilibrium. ■

Therefore, we need to restrict the domain of the preferences to establish the general existence of Nash
equlibria.

However, we show a theorem which asserts that the set of Nash equlibria and the set of strong Nash
equilibria coincide. Thus, it can be said that when a Nash equilibrium exists, it exhibits strong stability in
the context of a coalitional deviation.

Theorem 3.1.
Assume that preferences are homogeneous. Then, the set of Nash equilibria coincides with the set of strong
Nash equilibria.

Proof. The proof is omitted due to space constraint. ■
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4. Heterogeneous Commuter Case

In this section, we analyze a more generalized case, commuters with heterogeneous preferences. We observe
that there do not exist Nash equilibria in general, and also show that Proposition 3.1 is no longer true when
assuming heterogeneous commuters.

Example 2.
Consider the following four commuter problem: N = {1, 2, 3, 4}, T = {1, 2, 3, 4}, c = 1, and players have the
following preferences:

u1(1, 2) > u1(2, 1) > u1(3, 1) > u1(2, 2) > u1(1, 3),

u2(2, 1) > u2(1, 2) > u2(1, 3) > u2(2, 2),

and for player i = 3, 4, ui(1, 3) > ui(t, 0) for all t = 2, 3, 4.

Proof. In this example, players 3 and 4 always choose t = 1. Player 1 may choose t = 1, 2, 3, and player 2
may choose t = 1, 2. There can be the following 6 strategy profiles.

1. τ1 = (1, 1, 1, 1) and q(τ1) = (3, 2, 1, 0). In this case, player 1 moves to t = 3.

2. τ2 = (2, 1, 1, 1) and q(τ2) = (2, 2, 1, 0). In this case, player 1 moves to t = 3.

3. τ3 = (3, 1, 1, 1) and q(τ3) = (2, 1, 1, 0). In this case, player 2 moves to t = 2.

4. τ4 = (1, 2, 1, 1) and q(τ4) = (2, 2, 1, 0). In this case, player 2 moves to t = 1.

5. τ5 = (2, 2, 1, 1) and q(τ5) = (1, 2, 1, 0). In this case, player 2 moves to t = 1.

6. τ6 = (3, 2, 1, 1) and q(τ6) = (1, 1, 1, 0). In this case, player 1 moves to t = 1.

Hence, there is no Nash equilibrium in pure strategies. ■

The next example shows that when commuters’ preferences differ from each other, the set of Nash
equilibria may not coincide with the set of strong Nash equilibria.

Example 3.
Consider the following five commuter problem: N = {1, 2, 3, 4, 5}, T = {1, 2, 3, 4, 5}, c = 1, and players have
the following preferences:

u1(1, 1) > u1(4, 1) > u1(1, 2),

u2(2, 0) > u2(1, 1) > u2(1, 2) > u2(2, 1),

u3(3, 0) > u3(1, 2) > u3(4, 1) > u3(3, 1),

u4(1, 4) > u2(t, 0) t = 2, 3, 4, 5,

u5(4, 4) > u5(t, 0) t = 1, 2, 3, 5.

Proof. There is only one Nash equilibrium τ∗ = (1, 1, 4, 1, 4) in this game. However, either S = {1, 3}
or S = {1, 2, 3} can deviate from τ∗ with τ ′{1,3} = (τ ′1, τ

′
3) = (4, 1), or τ ′{1,2,3} = (τ ′1, τ

′
2, τ

′
3) = (4, 2, 3),

respectively. ■

Nash Equilibrium After Deviation

Figure 2: Deviation by S = {1, 2, 3}

5. Concluding Remarks

We have investigated the finite bottleneck game with homogeneous commuters. The main result of this
paper is that the set of Nash equilibria coincides with that of strong Nash equilibria with this setting. In
other words, the set of Nash equilibria “shrinks” to that of strong Nash equilibria, which may explain why
the general existence of a Nash equilibrium is difficult to establish. We also have shown that this result
cannot be applied to the heterogeneous commuter case.

In this regard, our model is quite contrasting to Milchtaich (1996) and Konishi et al. (1997a), where
at least one Nash equilibrium always exists, and moreover the set of strong Nash equilibria is nonempty
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under fair conditions that characterize the “congestion (of each strategy)”—anonymity, independence from
irrelevant choice and partial rivalry—even though preferences of players are heterogeneous.

As our examples show, we do not give the sufficient condition for the general existence of a Nash equi-
librium. Hence, the remaining task is to establish such condition.
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1.

TCPIP

[1, 2] Cruz

[3]

A1(r, b) = {A;A(t)−A(s) ≤ r(t− s) + b (0 ≤ s ≤ t), A }.

r > 0 b > 0 min-plus

[4]

A c > 0 Q(t)

Q(t) =
t

max
s=0

A(t)−A(s)− c(̇t− s)

X(s) = A(t)− A(s)− ·(t− s) A ∈ A1(r, b)

−c(t− s) ≤ X(s) ≤ r(t− s) + b− c(t− s)

T1(x0,x1) = {(X1, ..., Xn); ∀i = 1, ..., n, x0,i ≤ Xi ≤ x1,i}, xk = (xk,1, ..., xk,n), (k = 0, 1).

[5]

[1, 6–11]

A1 A2

A2(α, β) = {A;A(t)−A(s) ≤ α(t− s), E[A(t)−A(s)] ≤ β(t− s) (0 ≤ s ≤ t), A }.

α, β A2

[12–15] [16–18] [18] A2

– 168 –



[18]

A2

T2(x0,x1,y) = {(X1, ..., Xn); ∀i = 1, ..., n, x0,i ≤ Xi ≤ x1,i, E[Xi] ≤ yi},

xk = (xk,1, ..., xk,n), (k = 0, 1), y = (y1, ..., yn).

x0 x1 y T2

r > 0 b > 0

α(t) = rt+ b, β(t) = rt

[19–21]

Ciucu [22]

[16–18]

x0,x1,y X = (X1, ..., Xn)

n = 1, 2

2

[23, 24] max

3 (n = 1, 2)

4

2.

n n

N = {1, ..., n} ei n i , e 1

T

2.1.

X X

E[eθX ]

Lemma 1 (Chernoff inequality).

log Pr[X > x] ≤ inf
θ>0

−θx+ log E[eθX ], (x ∈ R).

Lemma 2 (Generalized Chernoff inequality (Section 7.4.2 (pp.379-380) [25]). Rn n

C ⊂ Rn n X = (X1, ..., Xn)
T

log Pr[X ∈ C] ≤ inf
θ∈Rn

sup
z∈C

(−θT z) + log E[eθ
TX].
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θ = (θ1, ..., θn)
T

[18]

Lemma 3.

log Pr[min(X1, ..., Xn) > x] = log Pr[X1 > x, ..., Xn > x]

≤ inf
θ≥0

−

n∑

i=1

θix+ log E[e
∑n

i=1 θiXi ]

= inf
θ>0

−θx+ log inf
p≥0;pte=1

E[e
∑n

i=1 θpiXi ].

θ =
∑n

i=1 θi, pi = θi/θ

min(x1, ..., xn) ≤
∑n

i=1 pixi

(p1, ..., pn)
∑n

i=1 pi = 1

2.2.

F X F- Y

∀F ∈ F , E[F (X)] ≤ E[F (Y)].

F

st) (cx) icx

sm

F

x ≤ y =⇒ F (x) ≤ F (y).

F x, i, δ ∆δ
iF (x)

∆δ
iF (x) = F (x+ δei)− F (x).

F x,y 0 ≤ λ ≤ 1

F (λx+ (1− λ)y) ≤ λF (x) + (1− λ)F (y)

0 F F

∆δi
i ∆

δj
j F (x)

∆δi
i ∆

δj
j F (x) = ∆

δj
j F (x+ δiei)−∆

δj
j F (x) = F (x+ δiei + δjej)− F (x+ δiei)− F (x+ δjej) + F (x).

m

δi, δj n = 2

F i x0,i, x1,i

(x0,1, x0,2), (x0,1, x1,2), (x1,1, x0,2), (x1,1, x1,2) 4 δi = x1,i − x0,i ∆1F (x0) =

F (x1,1, x0,2)− F (x0,1, x0,2) δi m

∆{i} = ∆δi
i , ∆{i,j} = ∆δi

i ∆
δj
j
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j = i N = {1, ..., n}

K ⊂ N F ∆KF (x)

∆KF (x) =
∑

J⊂K

(−1)|J|+1F

(
x+

∑

i∈J

δiei

)
.

∑
J⊂K K J |J | J |∅| = 0

K ⊂ N x(K) i ∈ N x(K) i x(K)i

x(K)i =

{
x0,i (i ∈ Kc)

x1,i (i ∈ K)
.

F (x(K)) K G(K) = F (x(K))

K,L ⊂ N ∆KG(L)

2.3. max

max(x) = maxni=1 xi(x = (x1, ..., xn)
T )

Lemma 4. max m ≥ 1 G(L) = max(x(L)) G 2m− 1

2m

(−1)|K|+1∆KG(L) ≥ 0. (1)

minimum-maximium identity

Lemma 5 (minimum-maximum identity [26]). a1, ..., an

n
min
i=1

ai =
∑

K⊂N ;K 6=∅

(−1)|K|+1 max
i∈K

ai,

n
max
i=1

ai =
∑

K⊂N ;K 6=∅

(−1)|K|+1 min
i∈K

ai.

n = 2 min(a1, a2) + max(a1, a2) = a1 + a2

max

Lemma 6 (Bool inequality). Pr (
⋃n

i=1 Ai) ≤
∑n

i=1 Pr(Ai).

Pr(maxni=1 Xi > x) = Pr (
⋃n

i=1{Xi > x}) ≤
∑n

i=1 Pr(Xi > x).

Lemma 7. X ≥ 0 E[maxX] ≤
∑n

i=1 E[Xi].

2.4.

Y = (Y1, ..., Yn) i Yi

(Y1, Y2) =





(−1,−2) w. p. 0.3

(1,−2) w. p. 0.2

(−1, 2) w. p. 0.4

(1, 2) w. p. 0.1

Y1 1,−1 Y2 2,−2

Y1 =

{
−1 0.7

1 0.3
, Y2 =

{
−2 0.5

2 0.5
.
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E[max(Y1, Y2)] = max(−1,−2) ∗ 0.3 + max(1,−2) ∗ 0.2 + max(−1, 2) ∗ 0.4 + max(1, 2) ∗ 0.1

= −1 ∗ 0.3 + 1 ∗ 0.2 + 2 ∗ 0.4 + 2 ∗ 0.1 = 0.9.

Lemma 7 Y1, Y2

3. max (n ≤ 2)

max n = 1, 2

3.1. n = 1

n = 1 max(X1) = X1 X1 x0,1 ≤ x1,1

x0,1, x1,1 X1 x0,1 ≤ X1 ≤ x1,1 E[X1] ≤ y1.

P1 = (X1 − x0,1)/(x1,1 − x0,1), p1 = (y1 − x0,1)/(x1,1 − x0,1) 0 ≤ P1 ≤ 1 E[P1] ≤ p1

X1 = (1− P1) ∗ x0,1 + P1 ∗ x1,1 = x0,1 + P1 ∗ (x1,1 − x0,1)

E[X1] = x0,1 + E[P1] ∗ (x1,1 − x0,1) ≤ x0,1 + p1 ∗ (x1,1 − x0,1) = (1− p1) ∗ x0,1 + p1 ∗ x1,1 = E[Y1],

Y1 p1 x1,1 1− p1 x0,1

Lemma 8. X1 ∈ T2(x0,x1,y)

E[maxX1] ≤ E[maxY1]

Y1 ∈ T2(x0,x1,y)

max X1 P1 : 1− P1

3.2. n = 2

X = (X1, X2) i = 1, 2 x0,i ≤ yi ≤ x1,i

x0,i ≤ Xi ≤ x1,i, (2)

E[Xi] ≤ yi, (3)

Pi = (Xi − x0,i)/(x1,i − x0,i), pi = (yi − x0,i)/(x1,i − x0,i) 0 ≤ pi ≤ 1

0 ≤ Pi ≤ 1, (4)

E[Pi] ≤ pi, (5)

x+ = max(0, x) Y = (Y1, Y2)

(Y1, Y2) =





(x0,1, x0,2) w. p. 1−min(1, p1 + p2) = (1− p1 − p2)
+

(x1,1, x0,2) w. p. min(1, p1 + p2)− p2 = min(p1, 1− p2)

(x0,1, x1,2) w. p. min(1, p1 + p2)− p1 = min(1− p1, p2)

(x1,1, x1,2) w. p. p1 + p2 −min(1, p1 + p2) = (p1 + p2 − 1)+

. (6)

Yi

Yi =

{
x0,i w. p. 1− pi
x1,i w. p. pi

. (7)

Y Y ∈ T2(x0,x1,y)

x0,i ≤ Yi ≤ x1,i, (8)

E[Yi] = yi (9)

Theorem 1. n = 2 X ∈ T2(x0,x1,y)

E[maxX] ≤ E[maxY]

Y ∈ T2(x0,x1,y)
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Proof. X = (X1, X2)
T

(
X1

X2

)
=

(
(1− P1)x0,1 + P1x1,1

(1− P2)x0,2 + P2x1,2

)

= (1−max(P1, P2))

(
x0,1

x0,2

)
+ (max(P1, P2)− P2)

(
x1,1

x0,2

)

+ (max(P1, P2)− P1)

(
x0,1

x1,2

)
+ (P1 + P2 −max(P1, P2))

(
x1,1

x1,2

)
.

1 max

max(X1, X2) ≤(1−max(P1, P2))max(x0,1, x0,2) + (max(P1, P2)− P2)max(x1,1, x0,2)

+ (max(P1, P2)− P1)max(x0,1, x1,2) + (P1 + P2 −max(P1, P2))max(x1,1, x1,2).

1, P1, P2, max(P1, P2)

max(x0,1, x0,2) + P1∆{1} max(x0,1, x1,2) + P{2}∆2 max(x1,1, x0,2)−max(P1, P2)∆{1,2} max(x0,1, x0,2).

E[Pi] ≤ pi Lemma 7 max(P1, P2) ≤ P1 + P2

E[max(P1, P2)] ≤ p1 + p2 P1 ≤ 1 P2 ≤ 1 max(P1, P2) ≤ 1

E[max(P1, P2)] ≤ 1 E[max(P1, P2)] ≤ min(1, p1+p2) Lemma

4

∆{1} max(x0,1, x1,2) ≥ 0, ∆2 max(x1,1, x0,2) ≥ 0,∆{1,2} max(x0,1, x0,2) ≤ 0

E[max(X1, X2)] ≤(1−min(1, p1 + p2))max(x0,1, x0,2) + (min(1, p1 + p2)− p2)max(x1,1, x0,2)

(min(1, p1 + p2)− p1)max(x0,1, x1,2) + (p1 + p2 −min(1, p1 + p2))max(x1,1, x1,2)

E[max(Y1, Y2)]

X Y ∈ T2(x0,x1,y)

maxX∈T2(x0,x1,y) E[max(X)] = E[max(Y)] E[max(X)]

Pr(max(X) > x)

X = (X1, X2) Lemma 7 y1 + y2

x0,1 ≥ 0 x0,2 ≥ 0

p1 + p2 ≤ 1

y1 + y2 − E[max(Y1, Y2)]

= min(x0,1, x0,2) + p1
(
(x0,2 − x0,1)

+ − (x0,2 − x1,1)
+
)
+ p2

(
(x0,1 − x0,2)

+ − (x0,1 − x1,2)
+
)
.

p1 + p2 > 1

y1 + y2 − E[max(Y1, Y2)]

= (p1 + p2 − 1)min(x1,1, x1,2) + (1− p1)min(x0,1, x1,2) + (1− p2)min(x1,1, x0,2).

4.

n = 1, 2

max

Lemma7
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max

Pr(max(X) > x)

n ≥ 3

max 2
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